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AVERTISSEMENT. 


Cet  Ouvrage  est  surtout  destiné  aux  Élèves  des  Lycées 
et  des  établissements  d'instruction  secondaire;  il  a  été 
écrit  particulièrement  en  vue  des  Candidats  qui  se  pré- 
parent aux  examens  des  diverses  Écoles  spéciales  du 
Gouvernement  et  du  Baccalauréat  es  Sciences. 

La  septième  édition,  que  nous  publions  aujourd'hui, 
a  été  revue  avec  le  plus  grand  soin  et  augmentée.  Les 
Notes  ajoutées  d'abord  à  la  première  édition,  et  ensuite 
à  la  quatrième  et  à  la  sixième,  ont  été  conservées.  Ces 
Notes  se  rapportent  principalement  à  la  Théorie  des 
nombres  entiers,  et  s'adressent  aux  Lecteurs  qui,  déjà 
familiarisés  avec  les  principes  de  l'Algèbre,  veulent 
aborder  l'étude  des  Théories  si  intéressantes  qui  consti- 
tuent l'Arithmétique  supérieure. 

Janvier  i883. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

NUMÉRATION. 


NOTIONS   PRÉLIMINAIRES. 

1.  Si  nous  apercevons  des  objets  distincts,  mais  semblables, 
notre  alieniion  peut  se  porter  d'abord  sur  chacun  d'eux  en 
particulier,  puis  ensuite  sur  leur  réunion. 

On  emploie  le  moi  unité  pour  désigner  un  objet  quel- 
conque considéré  isolément,  et  l'on  comprend  sous  le  nom 
général  de  nombre,  soit  l'assemblage  de  plusieurs  unités,  soit 
l'unité  elle-même. 

Ainsi  les  arbres  contenus  dans  une  pépinière  forment  un 
nombre  dont  chaque  arbre  est  une  unité.  Si  ces  arbres  sont 
disposés  en  plusieurs  rangées,  ces  rangées  formeront  aussi  un 
nombre,  et  ici  chaque  rangée  sera  une  unité. 

Quand  on  ajoute  une  unité  à  un  nombre,  on  forme  le 
nombre  suivant.  La  suite  des  nombres  est  illimitée. 

^.  On  nomme  grandeur  tout  ce  qui  est  directement  sus- 
ceptible d'augmentation  ou  de  diminution.  Les  longueurs,  les 
surfaces,  les  volumes,  les  poids,  les  temps,  les  vitesses,  les 
forces  sont  des  grandeurs. 

s.  et  Je  C.  —  Arithm.  i 
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3.  Lorsqu'on  se  place  au  point  de  vue  des  grandeurs  quel- 
conques, le  mol  iinilé  est  susceptible  d'une  définition  plus 
générale. 

Qciand  on  veut  évaluer  le  nombre  qui  correspond  à  un  en- 
semble d'objets  distincts  de  même  nature,  la  séparation  des 
unités  s'effectue  d'elle-même,  et  il  n'y  a  qu'à  les  compter; 
mais,  lorsqu'il  s'agit  de  mesurer  une  grandeur,  le  choix  de 
l'unité  devient  arbitraire  et  la  séparation  des  unités  devient 
fictive. 

Mesurer  une  grandeur,  en  effet,  c'est  la  comparer  à  une 
grandeur  de  même  espèce  bien  définie,  qu'on  prend  à  volonté 
pour  unité;  c'est  chercher  combien  de  fois  la  grandeur  pro- 
posée contient  l'unité  choisie. 

Si,  en  répétant  un  nombre  suffisant  de  fois  celte  unité,  on 
reconstitue  exactement  la  grandeur  considérée,  on  dit  qu'elle 
est  entière  par  rapport  à  l'unité  adoptée. 

On  donne,  par  suite,  le  nom  de  nombres  entiers  aux  nom- 
bres qui  représentent  ainsi  des  collections  d'unités,  soit  natu- 
relles, soit  fictives.  Ce  sont  ceux  que  nous  étudierons  d'abord 
exclusivement. 

4.  \J Arithmétique  est  la  science  des  nombres.  Elle  a  pour 
objet  principal  les  opérations  qu'on  peut  exécuter  sur  les 
nombres,  et  dont  l'ensemble  compose  le  calcul  proprement 
dit.  Elle  traite  aussi  des  propriétés  abstraites  dont  jouissent 
les  nombres,  indépendamment  de  toute  idée  de  mesure. 

5.  Il  faut  pouvoir  «o/?îme/'eiécn>e  tous  les  nombres  entiers, 
dont  la  suite  est  illimitée  (1). 

On  entend  par  numération  l'ensemble  des  procédés  mis  en 
usage  pour  y  arriver  de  la  manière  la  plus  simple  possible,  eu 
égard  au  nombre  des  caractères  employés.  Ce  nombre  est  ce 
qu'on  appelle  la  base  du  système  de  numération  considère. 
Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la  numération  décimale. 

NUMÉRATION  PARLÉE. 

G.  Les  premiers  nombres  ont  reçu  des  noms  indépendants 
les  uns  des  autres;  ce  sont 

un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  ne  if. 
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Le  nombre  suivant,  qui  joue  un  rôle  très-importani  dans  la 
numéralion,  a  été  appelé 

dix  ou  une  dizaine. 

Le  nombre  formé  par  la  réunion  de  dix  dizaines,  puis  le 
nombre  formé  par  la  réunion  de  dix  nombres  égaux  à  celui-ci, 
et  ainsi  de  suite,  sont  désignés  comme  l'indique  le  tableau 
suivant  : 

cent  ou  une  centaine qui  vaut,  dix  dizaines, 

mille  ou  une  unité  de  mille dix  centaines, 

dix  mille  ou  une  dizaine  de  mille dix  unités  de  mille, 

cent  mille  ou  une  centaine  de  mille dix  dizaines  de  mille, 

un  million  ou  une  unité  de  million dix  centaines  de  mille, 

dix  millions  ou  une  dizaine  de  million dix  unités  de  million, 

cent  millions  ou  une  ccnta-ine  de  million . .  . .  dis  dizaines  de  million, 

un  billion  (*)  ou  une  unité  de  billion dix  centaines  de  million, 

dix  billions  ou  une  dizaine  de  billion dix  unités  de  Ijillion, 

cent  billions  ou  une  centaine  de  billion dix  dizaines  de  billion, 

un  trillion  ou  une  unité  de  trillion dix  centaines  de  billion, 

etc.,  etc. 

Les  nombres 
dix^  cent,  mille,  dix  mille,  cent  mille,  un  million,  etc., 

sont  souvent  appelés  unités  du  deuxième,  du  troisième,  du 
quatrième,  etc.,  ordre;  le  nombre  un,  ou  Y  unité,  est  dit  aussi 
unité  du  premier  ordre  ou  unité  simple. 

7.  La  considération  des  unités  des  divers  ordres  fournit  un 
moyen  très-simple  d'énoncer  tous  les  nombres,  ce  qui  est 
l'objet  de  la  numération  parlée. 

Prenons,  en  effet,  un  nombre  quelconque  supérieur  à  neuf. 
Avec  les  unités  contenues  dans  ce  nombre,  on  pourra  former 
un  ou  plusieurs  groupes  composés  cbacun  de  dix  unités  et,  s'il 
reste  quelques  unités  non  employées,  leur  nombre  sera  au 
plus  égal  à  neuf.  Le  nombre  que  nous  considérons  sera  donc 
formé  de  dizaines  et  il  pourra  contenir,  en  outre,  quelques 
unités  en  nombre  inférieur  à  dix.  Pareillement,  si  le  nombre 
des  dizaines  est  supérieur  à  neuf,  on  pourra,  avec  ces  di- 


(*)  I.e  mot  milliard  est  souvent  employé  comme  synonyme  de  billion. 


4  LIVRE  I.  —  CHAPITRE  I. 

zaines,  former  une  ou  plusieurs  centaines,  el  s'il  reste  quel- 
ques dizaines  non  employées,  leur  nombre  sera  au  plus  égal 
à  neuf.  En  continuant  ainsi,  on  voit  que  : 

Tout  nombre  est  la  réunion  de  plusieurs  parties  composées 
chacune  d'unités  d'un  certain  ordre,  en  nombre  inférieur  à 
dix. 

D'après  ce  principe,  il  suffira,  pour  énoncer  un  nombre 
quelconque,  d'indiquer  combien  d'unités  de  chaque  ordre  ce 
nombre  contient.  Par  exemple,  un  no-mbre  sera  parfaitement 
connu  si  l'on  dit  qu'il  renferme  trois  centaines  de  mille,  neuf 
centaines,  quatre  dizaines,  deux  unités. 

C'est  la  considération  de  ces  unités  des  différents  ordres  qui 
constitue  noire  système  de  numération;  le  nombre  dix,  qui 
exprime  combien  il  faut  d'unilés  d'un  certain  ordre  pour  lor- 
mer  une  unité  de  l'ordre  suivant,  se  nomme  la  base  du  sys- 
tème, et  celui-ci  est  û\\.  système  décimal {ïi). 

8.  Nous  nous  sommes  surtout  préoccupés,  dans  ce  qui  pré- 
cède, de  mettre  en  évidence  le  principe  fondamental  de  la 
numération;  il  nous  reste  à  compléter  par  quelques  détails 
l'exposition  de  la  numération  parlée. 

Les  nombres  successifs  de  dizaines  depuis  deux  dizaines 
jusqu'à  neuf  dizaines  sont  désignés  par  les  mots 

vingt,  trente,  quarante,  cinquante ,  soixante, 
soixante-dix,  quatre-vingts,  quatre-vingt-dix. 

Pour  exprimer  les  nombres  compris  entre  dix  et  cent,  on 
indique  successivement  le  nombre  des  dizaines  et  le  nombre 
des  unités  simples  qu'ils  renferment.  Ainsi  dix-sept,  vingt- 
quatre,  soixante-dix-huit  expriment  respectivement  les  nom- 
bres formes  de  une  dizaine  et  sept  unités,  de  deux  dizaines  et 
quatre  unités,  de  sept  dizaines  et  huit  unités. 

Nous  devons  signaler  ici  une  irrégularité  consacrée  par 
l'usage  el  qui  consiste  dans  la  substilulion  des  mois 

onze,  douze ,  treize,  quatorze,  quinze,  seize 

aux  mots 

dix-un,  dix-deux,  dix-trois,  dix-quatre,  dix-cinq,  dix-six. 

On  emploie  pareillement  les  mois  soixante-onze ,  soixante- 
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douze,...,  soixante-seize,  ^y\  lieu  ûe  soixante-dix-un,  soixante- 
dix-deux,...,  soixante-dix-six,  et  l'on  dit  aussi  quatre-vingt- 
onze,  quatre-vingt-douze,...,  quatre-vingt-seize,  au  lieu  de 
quatre-vingt-dix-un,  quatre-vingt-dix-deux,...,  quatre-vingt- 
dix-six. 

Pour  exprimer  les  nombres  compris  entre  cent  et  mille,  on 
indique  d'abord  le  nombre  des  centaines  qu'ils  renferment, 
puis  le  nombre  inférieur  à  cent  qui  les  complète.  Ainsi  le 
nombre  formé  de  trois  centaines,  de  sept  dizaines  et  de  cinq 
unités  s'énonce  trois-cent-soixante-quinze. 

Les  nombres  compris  entre  mille  et  un  million  peuvent  con- 
tenir des  centaines  de  mille,  des  dizaines  de  mille  et  des  unités 
de  mille,  puis  des  centaines,  des  dizaines  et  des  unités;  on  les 
énonce  en  indiquant  d'abord  le  nombre  de  mille  qu'ils  ren- 
ferment, puis  le  nombre  inférieur  à  mille  qui  les  complète. 
Ainsi  le  nombre  formé  de  sept  centaines  de  mille,  cinq  di- 
zaines de  mille,  deux  unités  de  mille,  trois  centaines,  sept 
dizaines  et  cinq  unités,  s'énonce  sept  cent  cinquante-deux 
mille,  trois  cent  soixante-quinze. 

De  même,  on  énonce  les  nombres" compris  entre  uti  million 
et  un  billion  en  indiquant  d'abord  le  nombre  de  millions  qu'ils 
renferment,  puis  le  nombre  inférieur  à  un  million  qui  les 
complète.  Par  exemple,  le  nombre  qui  renferme  deux  cen- 
taines de  million,  trois  dizaines  de  million,  cinq  unités  de 
million  et  en  outre  sept  cent  cinquante-deux  mille  trois  cent 
soixante-quinze  unités  simples,  s'énonce  deux  cent  trente- 
cinq  millions,  sept  cent  cinquante-deux  mille,  trois  cent 
soixante-quinze. 

Il  est  évident  qu'en  poursuivant  ainsi  on  peut  énoncer  tous 
les  nombres  compris  entre  uji  billion  et  un  trillion,  entre  un 
trillion  et  un  quatrillion,  etc. 

On  voit  qu'en  réalité,  par  cette  manière  d'énoncer  les  nom- 
bres, on  les  conçoit  décomposés  en  diverses  parties  formées 
respectivement  d'unités  du  premier,  du  quatrième,  du  sep^ 
tième,  du  dixième,.  . .  ordre.  Ces  unités,  savoir: 

un,  mille,  un  million,  un  billion,  etc., 

sont  dites  unités  principales;  chacune  d'elles  contient  mille 
fois  la  précédente. 
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Les  unilcs  principales  jouent  le  rôle  le  plus  important  dans 
la  nunnération  parlée  :  ce  sont  les  seules  auxquelles  on  ait  af- 
fecté une  dénomination  spéciale;  mais  la  considération  de  ces 
unités  n'est  pourtant  que  secondaire  :  elle  n'est  en  effet  d'au- 
cune utilité  dans  la  numération  écrite,  sur  laquelle  reposent 
exclusivement  toutes  les  règles  du  calcul. 

NUMÉRATION  ÉCRITE. 

9.  Le  principe  fondamental  établi  au  n°  7  permet  d'écrire 
tous  les  nombres  avec  dix  caractères.  Ces  caractères  sont  ap- 
pelés chiffres.  Neuf  d'entre  eux,  dits  chiffres  signijicatifs,  ser- 
vent à  désigner  les  neuf  premiers  nombres;  ce  sont 

I,       1,         3,  4,  5,       6,      7,        8,        9. 

un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  neuf. 

Le  dixième  chiffre  est  o;  il  est  appelé  zéro,  et  sert  à  indi- 
quer l'absence  d'unités. 

Pour  écrire  en  chiffres  un  nombre  plus  grand  que  9,  il  faut 
le  concevoir  décomposé,  comme  il  a  été  dit  au  n°  7,  en  uni- 
lés  des  différents  ordres.  Alors  on  écrit  le  chiffre  qui  repré- 
sente les  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé  :  à  la  droite  de  ce 
chiffre,  on  écrit  ensuite  celui  qui  représente  les  unités  de 
l'ordre  immédiatement  inférieur,  si  le  nombre  proposé  en 
renferme  ;  dans  le  cas  contraire,  on  écrit  un  zéro.  Si  le  nombre 
dont  il  s'agit  contient  des  unités  d'ordres  supérieurs  au 
deuxième,  on  continue  d'appliquer  le  môme  procédé.  On  voit 
qu'il  consiste  à  écrire  successivement,  de  gauche  à  droite,  les 
chiffres  qui  représentent  les  unités  des  différents  ordres  con- 
tenues dans  le  nombre,  à  partir  de  l'ordre  le  plus  élevé,  en 
ayant  soin  de  mettre  un  zéro  à  la  place  de  chaque  ordre 
manquant. 

Exemples.  —  i"  Les  unités  du  deuxième,  du  troisième,  etc., 
ordre  sont  représentées  par  10,  100,  1000,  etc.;  2°  le  nombre 
formé  de  quatre  centaines,  sept  dizaines,  huit  unités  s'écrit 
478;  3"  le  nombre  formé  de  sept  dizaines  de  mille,  quatre 
centaines,  deux  unités,  s'écrit  70402. 

On  voit  que  la  numération  écrite  repose  sur  le  principe  du 
n°  7  et  sur  la  convention  suivante  : 

Tout  chiffre  écrit  à  la  droite  d'un  autre  exprime  des  unités 
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de  l'ordre   immédiatement  inférieur  à  l'ordre  des  unités  qui 
sont  exprimées  par  cet  autre  chiffre. 

La  numération  écrite  se  résume  dans  les  règles  suivantes, 
à  l'aide  desquelles  on  peut  énoncer  un  nombre  écrit  en  chif- 
fres, et,  inversement,  écrire  en  chiffres  un  nombre  énoncé, 
conformément  aux  principes  de  la  numération  parlée. 

RÈGLES  POUR  ÉNONCER  UN  NOMBRE  ÉCRIT  EN  CHIFFRES. 

10.  Règle  l*-'.  —  Pour  énoncer  un  nombre  qui  n'a  pas  plus 
de  trois  chiffres,  on  énonce  successivement  chaque  chiffre  si- 
gnificatif, à  partir  de  la  gauche,  en  indiquant  le  nom  des 
unités  qu'il  exprime. 

Il  faut  avoir  égard  cependant  aux  irrégularités  introduites 
par  l'usage  et  qui  ont  été  mentionnées  au  n°  8. 

Ainsi  le  nombre  437  s'énonce  quatre  cent  trente-sept  ;  le 
nombre  875  s'énonce  trois  cent  soixante-quinze. 

Règle  11".  —  Pour  énoncer  un  nombre  qui  a  plus  de  trois 
chiffres,  on  le  décompose,  à  partir  de  la  droite,  en  tranches 
de  trois  chiffres.  La  dernière  tranche  à  gauche  peut  ainsi  n'a- 
voir qu'un  ou  deux  chiffres.  On  énonce  ensuite  chaque  tranche 
comme  si  elle  était  seule,  en  indiquant  l'ordre  des  unités  de 
son  dernier  chiffre. 

Le  nombre  à  énoncer  étant  décomposé  comme  la  règle  l'in- 
dique, cha(|ue  tranche  exprime  des  unités  principales  d'un 
certain  ordre;  la  première  tranche  à  droite  exprime  des  unités 
simples,  la  deuxième  des  mille,  la  troisième  des  millions,  etc. 

Ainsi  le  nombre  237040208  s'énonce  :  deux  cent  trente- 
sept  millions,  quarante  mille,  deux  cent  trois. 

RÈGLE  POUR  ÉCRIRE  EN  CHIFFRES  UN  NOMBRE  ÉNONCÉ. 

11.  Pour  écrire  en  chiffres  un  nombre  énoncé  conformé- 
ment aux  usages  de  la  numération  parlée,  on  écrit  successi- 
vement à  la  suite  les  uns  des  autres,  et  de  gauche  à  droite,  les 
nombres  d'unités  principales  énoncées. 

Chacun  de  ces  nombres,  à  partir  du  deuxième,  doit  com- 
prendre trois  ordres  d'unités,   et  il   faut,   en  conséquence. 
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écrire  un  zéro  à  la  gauche  de  ceux  qui  n'ont  que  deux  chif- 
fres, el  deux  zéros  à  la  gauche  de  ceux  qui  n'ont  qu'un  seul 
chiffre.  De  même,  si  le  nombre  proposé  manque  d'unités 
principales  d'un  certain  ordre,  il  faut  avoir  soin  d'écrire  trois 
zéros  avant  de  passer  aux  unités  principales  de  l'ordre  suivant. 
Ainsi  le  nombre  trente  billions,  vingt-sept  millions,  trois 
cent  sept  mille,  vingt-neuf,  s'écrit 

So  027  807  029. 
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CHAPITRE  II. 

ADDITION  ET  SOUSTRACTION. 


DÉFINITIONS. 

12.  L'addition  est  une  opération  qui  a  pour  but  de  réunir 
en  un  seul  nombre  toutes  les  unités  contenues  dans  plusieurs 
nombres  donnés. 

Le  résultat  de  l'addition  est  appelé  somme  ou  total. 
On  indique  l'addition  au  moyen  du  signe  -f-  qui  s'énonce 
plus.  Ainsi  8  +  4  signifie  8  plus  4« 

CAS  SIMPLES  DE  L'ADDITION. 

13.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'additionner  deux 
nombres  d'un  seul  chiffre,  8  et  4  par  exemple.  On  aura  la 
somme  demandée  en  ajoutant  successivement  à  8  autant  de 
fois  l'unité  que  4  'a  contient;  ainsi  l'on  dira,  conformément  à 
la  numération  :  8  et  i  font  g,  9  et  i  font  10,  10  et  i  font  11, 
1 1  et  I  font  12;  la  somme  demandée  est  12. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  pour  additionner  un 
nombre  de  plusieurs  chiffres  avec  un  nombre  d'un  seul  chiffre. 
S'agit-il,  par  exemple,  des  nombres  68  et  4»  on  dira  :  68  et  1 
font  69,  6g  et  i  font  70,  70  et  i  font  71,  71  et  i  font  72;  la 
somme  demandée  est  72. 

On  acquiert  rapidement  assez  d'habitude  pour  faire  immé- 
diatement les  additions  de  cette  espèce,  et  pour  pouvoir  dire 
sur-le-champ  :  8  et  4  font  12,  68  et  4  font  72. 

li.  Enfin,  pour  faire  l'addition  de  trois,  quatre,...  nom- 
bres d'un  seul  chiffre,  on  ajoute  d'abord  les  deux  premiers 
nombres,  puis  le  résultat  obtenu  avec  le  troisième;  et  ainsi  de 
suite.. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  faille  additionner  les  nom- 
bres 8,  4>  9,  7.  5;  on  dira  :  8  et  4  font  12,  12  et  9  font  21,  21 
et  7  font  28,  28  et  5  font  33;  la  somme  cherchée  est  33. 
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CAS  GÉNÉRAL  DE  L'ADDITION. 

15.  On  ramène  le  cas  général  de  l'addiiion  au  cas  simple  du 
n°  14,  en  remarquant  que  : 

La  somme  de  phtsieuis  nombres  peut  s'obtenir  en  addition- 
nant séparément  les  unités  simples,  les  dizaines,  les  cen- 
taines,... de  ces  nombres,  et  en  réunissant  ensuite  toutes  ces 
sommes  partielles. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  additionner  les  trois 
nombres 

9507,     939,     5028. 

On  dispose  habituellement  l'opération  comme  il  suit  î 

9507 

5028 


15474 

Les  nombres  donnés  sont  écrits  les  uns  au-dessous  des  au- 
tres, de  manière  que  les  unités  de  même  ordre  soient  dans 
une  même  colonne  verticale.  On  lire  un  trait  au-dessous  du 
dernier  nombre,  et  l'on  écrit  au-dessous  du  trait  les  chiffres 
de  la  somme  à  mesure  qu'ils  sont  trouvés. 

On  commence  par  additionner  les  unités  simples  et  l'on 
dit  :  7  et  9  font  16,  16  et  8  font  24  ;  24  est  ainsi  la  somme  des 
unités  simples;  mais,  comme  cette  somme  renferme  2.  di- 
zaines et  4  unités,  on  écrit  seulement  le  chiffre  4  à  la  place 
des  unités  et  l'on  retient  les  deux  dizaines  pour  les  réunir 
avec  les  dizaines  des  nombres  proposés. 

On  passe  à  la  colonne  des  dizaines  et  l'on  dit  :  2  de  retenue 
et  3  font  5,  5  et  2  font  7  ;  7  est  donc  le  chiffre  des  dizaines  de 
la  somme;  on  récrit  à  la  place  des  dizaines. 

On  passe  à  la  colonne  des  centaines  et  l'on  dit  :  5  et  9  font 
14.  Comme  ces  i4  cenlaines  se  composent  de  i  mille  et  de 
4  cenlaines,  on  écrit  seulement  le  chiffre  4  a  la  place  des  cen- 
laines et  l'on  retient  i  mille  pour  le  réunir  avec  les  mille  de 
la  colonne  suivante. 

Arrivant  enfin  à  la  colonne  des  mille  on  dit  :  i  de  retenue 
et  g  font  10,  10  et  5  font  i5.  Ces  i5  mille  se  composent  de 
I  dizaine  de  mille  et  5  mille  ;  par  conséquent,  on  écrit  5  à  la 
place  des  mille,  et  ensuite  i  à  la  gauche  de  ce  chiffre. 
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On  trouve  ainsi  que  la  somme  des  nombres  proposés  est 

15474. 

Dans  la  pratique  on  fait  l'addition  en  disant  :  7  et  g,  16  et  8, 
24  :  je  pose  4  et  retiens  2  ;  2  et  3,  5  et  2,  7  :  je  pose  7  ;  5  et  9, 
i4  '.  je  pose  4  et  retiens  i  ;  i  et  9,  ro  et  5,  i5  :  je  pose  i5. 

16.  Ce  qui  précède  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Pour  additionner  plusieurs  nombres,  on  les  écrit  les  uns  an- 
dessous  des  autres,  de  manière  que  les  unités  de  même  ordre 
soient  dans  une  même  colonne  verticale,  et  l'on  tire  un  trait 
au-dessous  du  dernier  nombre.  On  fait  la  somme  des  clùjfres 
de  la  première  colonne  à  droite  et,  si  le  résultat  ne  surpasse 
pas  9,  on  V écrit  au-desso^  du  trait  dans  la  première  colonne; 
dans  le  cas  contraire,  on  écrit  seulement  les  unités,  et  l'on 
retient  les  dizaines  pour  les  réunir  avec  les  chiffres  de  la 
deuxième  colonne.  On  continue  de  la  même  manière  jusqu'à 
la  dernière  colomie;  alors  on  écrit  le  nombre  qui  représente  la 
somme  des  chiffres  de  cette  colonne  et  des  retenues  de  la  précé- 
dente, de  manière  que  son  premier  chiffre  à  droite  soit  au-des- 
sous de  la  dernière  colonne. 

17.  Remarque.  —  La  méthode  d'où  la  règle  précédenie  est 
déduite  consiste  à  additionner  successivement  les  unités  des 
différents  ordres  contenus  dans  les  nombres  proposés;  mais 
il  est  essentiel  de  commencer  l'opération  par  les  unités  de 
l'ordre  le  moins  élevé,  comme  la  règle  l'indique.  Si,  en  effet, 
on  commençait  par  les  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé,  on 
pourrait  être  exposé,  dans  le  cours  de  l'opération,  à  modifier, 
à  cause  des  retenues,  des  chiffres  déjà  écrits.  Le  seul  cas  où 
il  soit  indifférent  d'opérer  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à 
droite  est  celui  où  la  somme  des  chiffres  de  chaque  colonne 
est  inférieure  à  10. 

PREUVE  DE  L'ADDITION. 

18.  La  preuve  d'une  opération  est  une  seconde  opération 
qui  a  pour  but  de  vérifier  le  résultat  de  la  première. 

Pour  faire  la  preuve  de  l'addition,  on  la  recommence  en 
écrivant  les  nombres  proposés  dans  un  ordre  différent  de 
celui  qu'on  avait  d'abord  adopté;  ou  bien,  si  l'on  conserve  le 
même  ordre,  on  opère  de  bas  en  haut  ou  de  haut  en  bas,  sui- 
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vani  qu'on  avait  d'abord  opéré  de  haut  en  bas  ou  de  bas  en 
haut. 

DÉFINITIONS. 

19.  La  soustraction  est  une  opération  qui  a  pour  but  de  re- 
trancher d'un  nombre  donné  autant  d'unités  qu'il  y-  en  a  dans 
un  second  nombre  donné. 

Le  résultat  de  l'opération  est  appelé  reste.  On  dit  aussi  que 
le  reste  est  la  différence  des  deux  nombres  donnés,  ou  l'excès 
du  plus  grand  sur  le  plus  petit. 

Il  est  évident  que  le  plus  grand  des  nombres  donnés  se 
compose  des  unités  du  plus  petit  et  de  celles  du  reste;  en 
d'autres  termes,  il  est  la  somme  du  plus  petit  nombre  et  du 
reste.  C'est  pourquoi  on  peut  dire  que  : 

La  soustraction  a  pour  but,  étant  données  une  somme  de 
deux  parties  et  l'une  de  ces  parties,  de  trouver  l'autre  partie. 

On  indique  la  soustraction  au  moyen  du  signe  —,  qui  s'é- 
nonce moins.  Ainsi  g  —  3  signifie  9  moins  3. 

CAS  SIMPLES  DE  LA  SOUSTRACTION. 

20.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  nombre  à  soustraire  n'a 
qu'un  seul  chiffre;  supposons,  par  exemple,  qu'il  faille  re- 
trancher 3  de  9.  On  aura  le  reste  demandé  en  retranchant  suc- 
cessivement de  9  autant  de  fois  l'unité  que  3  la  contient,  et 
l'on  dira,  conformément  à  la  numération  :  9  moins  i,  reste  8; 

8  moins  i,  reste  7  ;  7  moins  i,  reste  6  :  le  reste  demandé  est 
donc  6. 

Supposons  encore  qu'on  ait  à  retrancher  4  de  12,  on  dira  : 
12  moins  i,  reste  11;  11  moins  i,  reste  10;  10  moins  i,  reste 

9  ;  9  moins  i ,  reste  8  :  le  reste  demandé  est  donc  8. 

On  acquiert  rapidement  l'habitude  nécessaire  pour  faire 
immédiatement  les  soustractions  de  cette  espèce  et  pour  pou- 
voir dire  sur-le-champ  :  9  moins  3,  reste  6;  12  moins  4. 
reste  8. 

SOUSTRACTION  DE  DEUX  NOMBRES  DE  PLUSIEURS  CHIFFRES 
DANS  UN  CAS  PARTICULIER. 

21.  La  soustraction  de  deux  nombres  de  plusieurs  chiffres 
se  ramène  immédiatement  au  cas  précédent,  lorsque  aucun 
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chiffre  du  plus  petit  nombre  ne  surpasse  le  chiffre  correspon- 
dant du  plus  grand.  Cela  résulte  effectivement  de  ce  que  : 

La  différence  de  deux  nombres  peut  s'obtenir  en  retran- 
chant les  unités,  dizaines,  centaines,...  du  plus  petit 
nombre  des  unités,  dizaines,  centaines,.  .  .  du  plus  grand, 
et  en  réunissant  ensuite  toutes  ces  différences  partielles. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  à  soustraire  2074  de 
16097  ;  on  dispose  l'opération  comme  il  suit  : 

16097 
2074 


i4o23 

Le  plus  petit  nombre  est  écrit  au-dessous  du  plus  grand,  de 
manière  que  les  unités  de  même  ordre  soient  dans  une  même 
colonne  verticale;  on  tire  un  trait  au-dessous  du  plus  petit 
nombre,  et  l'on  écrit  au-dessous  du  trait  les  chiffres  de  la  dif- 
férence à  mesure  qu'ils  sont  trouvés. 

On  fait  d'abord  la  différence  des  unités  simples  et  l'on  dit  : 
4  de  7,  reste  3;  3  est  le  chiffre  des  unités  du  reste  cherché; 
on  l'écrit  au-dessous  du  trait  dans  la  "colonne  des  unités. 

On  passe  à  la  colonne  des  dizaines  et  l'on  dit  17  de  9, 
reste  2  ;  on  écrit  le  chiffre  2  à  la  place  des  dizaines. 

Comme  les  nombres  proposés  ne  contiennent  pas  de  cen- 
taines, le  chiffre  des  centaines  du  reste  est  zéro  :  on  l'écrit  à 
la  place  des  centaines. 

On  passe  à  la  colonne  des  mille  et  l'on  dit  :  2  de  6,  reste  l\; 
on  écrit  ce  chiffre  à  la  place  des  mille. 

Enfin,  comme  le  plus  grand  nombre  renferme  i  dizaine  de 
mille  et  que  le  plus  petit  n'en  renferme  pas,  le  chiffre  des  di- 
zaines de  mille  du  reste  est  i  ;  on  l'écrit  à  la  place  des  dizaines 
de  mille. 

Le  reste  cherché  est  ainsi  14028. 

CAS  GÉNÉRAL  DE  LA  SOUSTRACTION. 

22.  On  ramène  le  cas  général  de  la  soustraction  au  cas  pré- 
cédent à  l'aifie  du  principe  suivant  : 

La  différence  de  deux  nombres  ne  change  pas  quand  on  les 
augmente  l'un  et  l'autre  d'un  même  troisième  nombre. 

Ce  principe  est  évident,  car  la  différence  de  deux  nombres 
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exprime  de  combien  d'unilcs  le  plus  grand  surpasse  le  plus 
petit;  d'où  il  suit  que  cette  différence  n'est  pas  altérée  quand 
on  ajoute  aux  deux  nombres  considérés  un  môme  nombre 
d'unités. 

23.  Supposons  qu'on  ail  à  soustraire  17G382  de  2o5634  : 

2o5634 
176382 

29262 

La  souslrariion  des  unités  peut  s'effectuer,  et  l'on  a  pour 
résultat  2,  que  l'on  écrit  à  la  place  des  unités.  Mais,  en  arri- 
vant à  la  deuxième  colonne,  on  se  trouve  arrêté,  parce  qu'on 
ne  peut  retrancber  8  de  3;  alors  on  augmente  ce  chiffre  3  de 
10,  se  réservant,  quand  on  passera  à  la  colonne  suivante, 
d'augmenter  d'une  unité  le  chiffre  correspondant  du  plus  pe- 
tit nombre.  On  voit  qu'en  opérant  ainsi  on  ne  fait  qu'ajouter 
aux  deux  nombres  donnés  10  unités  du  deuxième  ordre  ou 
I  unité  du  troisième,  ce  qui,  d'après  le  principe  du  n°  22,  ne 
doit  pas  changer  le  résultat  de  l'opération.  Ainsi  l'on  dit  : 
8  de  i3,  reste  5,  el  l'on  écrit  ce  chiffre  à  la  place  des  dizaines 
du  reste. 

En  arrivant  à  la  troisième  colonne  on  dit  :  3  et  i  font  4» 
4  de  6,  reste  2;  on  écrit  le  chiffre  2  à  la  place  des  centaines. 

On  passe  à  la  quatrième  colonne  et,  comme  on  ne  peut  re- 
trancher 6  de  5,  on  ajoute  10  à  ce  dernier  chiffre  et  l'on  dit  : 
6  de  i5,  reste  9,  qu'on  écrit  à  la  place  des  mille. 

Arrivant  à  la  cinquième  colonne,  il  faut  avoir  soin  d'aug- 
menter d'une  unité  le  chiffre  du  plus  petit  nombre,  et,  en 
opérant  comme  précédemment,  on  dit  :  7  et  i  font  8,  8  de  10, 
reste  2,  qu'on  écrit  à  la  place  des  dizaines  de  mille. 

Enfin,  arrivant  à  la  sixième  colonne,  qui  est  la  dernière,  on 
dit  :  I  et  I  font  2,  2  de  2,  reste  o,  qu'il  est  inutile  d'écrire. 

Le  reste  cherché  est  ainsi  29252. 

24.  On  peut,  d'après  ce  qui  précède,  énoncer  la  règle  sui- 
vante : 

Pour  avoir  la  différence  de  deux  nombres,  on  écrit  le  plus 
petit  au-dessous  du  plus  grand,  de  manière  que  les  unités  de 
même  ordre  soient  dans  une  même  colonne  verticale,  et  l'on 
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tire  un  trait  au-dessous  du  plus  petit  nombre.  On  retranche 
eJisuite,  à  partir  de  la  droite,  chaque  chiffre  du  nombre  infé- 
rieur du  chiffre  correspondant  du  nombre  supérieur,  et  l'on 
écrit  la  différence  au-dessous  du  trait.  Lorsqu'un  chiffre  du 
nombre  supérieur  est  moindre  que  le  chiffre  correspondant  du 
nombre  inférieur,  on  l'augmente  de  lo  unités,  ajin  de  rendre 
la  soustraction  possible;  mais  il  faut  avoir  soin  en  même 
temps,  quand  on  passe  à  la  colonne  suivante,  d'augmenter 
d'une  unité  te  chiffre  du  nombre  inférieur. 

Remarque.  —  Il  est  essentiel  de  commencer  l'opéralion 
par  la  droite,  comme  l'indique  la  règle  précédente;  car,  en 
opérant  de  gauche  à  droite,  on  serait  obligé  de  modifier  un 
ou  plusieurs  chiffres  déjà  écrits,  lorsque  l'on  arriverait  à  une 
colonne  dans  laquelle  le  chiffre  inférieur  serait  plus  grand  que 
le  chiffre  supérieur.  Le  cas  particulier  du  n"  21  est  le  seul  où 
il  soit  indifférent  d'opérer  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à 
droite. 

PREUVE  DE  LA  SOUSTRACTION. 

2o.  La  preuve  de  la  soustraction  se  fait  en  ajoutant  le  reste 
avec  le  plus  petit  nombre;  si  l'on  trouve  pour  résultat  le  plus 
grand  nombre,  on  a  une  vérification  du  premier  calcul. 

COMPLÉMENTS  ARITHMÉTIQUES. 

26.  On  appelle  complément  arithmétique  d'un  nombre  ce 
qu'il  faut  lui  ajouter  pour  former  une  unité  de  l'ordre  immé- 
diatement supérieur  à  celui  de  ses  plus  hautes  unités. 

Le  complément  de  47829  est  le  nombre  qu'il  faut  lui  ajouter 
pour  obtenir  looooo.  On  obtient  donc  le  complément  d'un 
nombre  en  retranchant  ce  nombre  de  l'unité  suivie  d'autant  de 
zéros  qu'il  a  de  chitfres  (19  ). 

I 00000 
478^9 

521'J  1 

Pour  faire  cette  soustraction,  on  peut  regarder  looooo 
comme  égal  à  99990  plus  10  unités,  c'est-à-dire  retrancher  de  9 
tous  les  chiffres  de  47829,  sauf  le  dernier  à  droite  que  l'on 
soustraira  de  10. 

S'il  y  a  des  zéros  à  droite  du  nombre  donné,  ils  se  reirou- 
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vent  nécessairement  en  même  nombre  à  droite  de  son  com- 
plément. Le  complément  de  4782900  est  5217 100. 

En  résumé,  on  doit  retrancher  de  g  tous  les  c/iijjfres  du 
nombre  donné,  excepté  le  dernier  chiffre  significatif  à  droite 
qu'on  retranche  de  \o\  puis  écrire  à  la  suite  du  résultat  autant 
de  zéros  qu'il  j-  en  a  dans  le  nombre  proposé  à  droite  du  der- 
nier chiffre  signifcatif. 

L'emploi  des  compléments  permet  de  ramener  la  soustrac- 
tion à  une  véritable  addition. 

D'après  le  principe  du  n°  22,  on  ne  change  pas  la  différence 
de  deux  nombres  en  ajoutant  à  chacun  d'eux  le  complément 
du  plus  petit;  mais,  le  plus  petit  nombre  augmenté  de  son 
complément  formant  une  unité  de  l'ordre  immédiatement 
supérieur  à  celui  de  ses  plus  hautes  unités,  la  soustraction 
revient  à  retrancher  cette  unité  de  la  somme  effectuée  du  plus 
grand  nombre  et  du  complément  du  plus  petit. 

Ainsi,  au  lieu  de  retrancher  672804  de  1549823,  on  peut 
ajouter  827696  à  ce  dernier  nombre,  pourvu  qu'on  ait  soin  de 
diminuer  d'une  unité  le  résultat  fourni  par  la  colonne  des 
millions. 

THÉORÈME  (*)  RELATIF  A  LA  SOUSTRACTION. 

27.  Pour  retrancher  d'un  nombre  la  différence  de  deux 
autres,  il  suffit  d'ajouter  à  ce  nombre  le  plus  petit  des  deux 
autres  et  de  retrancher  ensuite  le  plus  grand  du  résultat 
obtenu. 

En  effet,  soit  à  retrancher  de  12  la  différence  i3— 8.  On 
n'altère  pas  la  différence  cherchée  (22)  en  ajoutant  le  même 
nombre  8  à  12  d'une  part  et  à  i3  —  8  de  l'autre;  mais  alors,  il 
ne  reste  plus  évidemment  qu'à  retrancher  i3  de  i2-i-8;  ce 
qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

28.  Quand  on  veut  soumettre  à  une  seconde  opération  le 
résultat  d'une  opération  qui  n'est  elle-même  qu'indiiiuée,  il 
faut  employer  un  signe  particulier.  On  met  alors  entre  paren- 
thèses l'indication  de  la  première  opération,  et  le  signe  qui 
représente  la  seconde  opération  porte  sur  toute  la  parenthèse. 

(*  )  On  appelle  thcorèmeViinowci  d'une  vcrilé  qui  a  besoin  d'être  démontrée. 
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Ainsi  l'expression  (3  -i-  7)  -f-  (5  —  2)  signifie  qu'il  fautajou- 
ter  à  la  somme  3  +  7  la  différence  5  —  2. 

Quand  deux  expressions  numériques  sont  égales,  on  l'ex- 
prime en  les  réunissant  par  le  signe  =:  qui  remplace  le  mol 
égale.  On  a,  par  exemple,  3  +  9  =  12.  Le  premier  membre  de 
Végalité  posée  est  3  +  9,  le  second  membre  de  celte  égalité 
esi  12. 

En  faisant  usage  des  notations  que  nous  venons  d'indiquer, 
le  théorème  précédent  s'exprime  très-simplement  par  l'égalité 

12  — (i3  — 8)  =  i2-t-8  — i3. 


s.  ei  de  C.  —  Jn'ihm. 
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CHAPITRE  III. 

MULTIPLICATION. 


DÉFINITIONS. 

29.  La  multiplication  est  une  opération  qui  a  pour  but  df 
former  un  nombre  composé  d'autant  de  parties  égales  à  un 
nombre  donné  qu'il  y  a  d'unités  dans  un  deuxième  nombre 
donné. 

Le  premier  des  deux  nombres  donnés  se  nomme  multipli- 
cande, le  deuxième  se  nomme  multiplicateur,  el  le  résultai  de 
l'opéralion  est  appelé  j9ror///?7.  Le  multiplicande  et  le  multi- 
plicateur sont  dits  \es  facteurs  du  produit. 

Ainsi  multiplier  5  par  3.  r/esi  laire  la  somme  de  3  nombres 
égaux  à  5.  Cette  somme  étant  égale  à  i5,  on  dit  que  le  produit 
de  5  par  3  est  i5.  Dans  cet  exemple,  5  est  le  multiplicande, 
3  est  le  multiplicateur. 

On  voit  aussi  par  la  définition  que,  si  le  multiplicateur  est 
égal  à  l'unité,  le  produit  est  égal  au  multiplicande;  ainsi  le 
produit  d'un  nombre  par  i  est  ce  nombre  lui-même. 

On  indique  la  multiplication  au  moyen  du  signe  X  qui 
s'énonce  multiplié  par.  Ainsi  5x3  signifie  5  multiplié  par  3. 

TABLE  DE  MULTIPLICATION. 

30.  La  multiplication  étant  l'addition  de  plusieurs  nombres 
égaux,  on  pourrait  l'effectuer  en  suivant  la  règle  donnée  pour 
l'addition  en  général  (16).  Ce  procédé,  qui  serait  imprati- 
cable dans  le  cas  de  nombres  un  peu  considérables,  est  effec- 
tivement celui  que  l'on  emploie  pour  faire  le  produit  de  deux 
nombres  d'un  seul  chiffre,  et  l'on  ramène,  comme  on  le  verra 
plus  loin,  tous  les  autres  cas  à  celui-là.  On  comprend  dès  lors 
combien  il  est  essentiel,  pour  opérer  promptement,  desavoir 
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par  cœur  tous  les  produits  que  l'on  peut  former  avec  deux 
nombres  d'un  seul  chiffre.  Ces  produits  se  trouvent  renfermés 
dans  la  Table  suivante,  dont  nous  allons  indiquer  la  construc- 
tion et  l'usage  : 


4 

2 

3 

4 

5   6   7 

8 

9 

2 
3 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

6 
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12 

15 

18 

21 

24 

27 

4 

8 
iO 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

5 

IS 

20 

23 

30 

35 

40 

45 

6 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 

54 

7 

8 
9 

14 
16 

21 

28 

35 

42 

49 

56 

63 

24 

32 

40 

48 

56 

64  72 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72 

81 

1 

La  première  ligne  horizontale  renferme  les  neuf  premiers 
nombres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  produits  des  neuf 
premiers  nombres  par  i. 

Pour  former  la  deuxième  ligne  on  ajoute  chacun  des  nom- 
bres de  la  première  avec  lui-même;  celte  deuxième  ligne  ren- 
ferme donc  les  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  i. 

Pour  former  la  troisième  ligne  on  ajoute  chacun  des  nombres 
de  la  deuxième  ligne  avec  le  nombre  correspondant  de  la  pre- 
mière, c'est-à-dire  avec  celui  qui  se  trouve  dans  la  même  co- 
lonne verticale;  la  troisième  ligne  renferme  ainsi  les  produits 
des  neuf  premiers  nombres  par  3. 

De  même,  chacune  des  lignes  suivantes,  jusqu'à  la  neuvième, 
se  forme  en  ajoutant  chacun  des  nombres  de  la  ligne  précé- 
dente avec  le  nombre  correspondant  de  la  première  ligne;  d'où 
il  suit  que  les  neuf  lignes  horizontales  contiennent  respecti- 
vemcniles  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  1,2, 3, ...,9, 
tandis  que  les  neuf  lignes  verticales  contiennent  respective- 
ment les  produits  des  nombres  qui  les  commencent  par  les 
neuf  premiers  nombres. 

Voici  maintenant  comment  on  fait  usage  de  celle  Table.  Sup- 
posons, par  exemple,  qu'on  demande  le  produit  de  7  par  6. 
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D'après  la  manière  dont  la  Table  est  construite,  ce  produit 
doit  être  dans  la  septième  colonne  verticale  qui  renferme  tous 
les  produits  de  7  par  les  neuf  premiers  nombres;  mais  il  doit 
être  aussi  dans  la  sixième  ligne  horizontale  qui  renferme  les 
produits  des  neuf  premiers  nombres  par  G  :  on  trouve  ainsi 
que  le  produit  demandé  est  42. 

MULTIPLICATION  D'UN  NOMBRE  DE  PLUSIEURS  CHIFFRES  PAK 
UN  NOMBRE  D  UN  SEUL  CHIFFRE. 

31.  De  la  définition  de  la  multiplication  et  du  principe  sur 
lequel  repose  la  règle  de  l'addition  (n°15)  il  résulte  que  : 

Pour  multiplier  un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un 
nombre  d'un  seul  c/tiffre,  il  suffit  de  multiplier  successive- 
ment les  unités,  les  dizaines,  les  centaines,. . .  du  multiplia 
cande  par  le  multiplicateur  et  de  réunir  ensuite  tous  ces  pro- 
duits partiels. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  multiplier  2096 
par  7.  On  dispose  l'opération  de  la  manière  suivante  : 

2og6 

7 


14672 


Le  multiplicateur  est  écrit  au-dessous  du  multiplicande,  et 
l'on  lire  un  trait  au-dessous  du  multiplicateur;  ensuite  on  écrit 
au-dessous  du  trait  les  chiffres  du  produit  à  mesure  qu'ils  sont 
trouvés. 

On  multiplie  d'abord  les  unilésdu  multiplicande  par  le  mul- 
tiplicateur, et  l'on  dit  :  7  fois  6  font  42.  Comme  ces  4^  unités 
se  composent  de  4  dizaines  et  de  2  unités,  on  écrit  seulement 
le  chiffre  2  à  la  place  des  unités  du  produit  et  l'on  retient  les 
4  dizaines  pour  les  réunir  au  produit  des  dizaines  du  multi- 
plicande par  le  multiplicateur. 

Arrivantaux  dizaines,  on  dit  :  7  folsg font63  et4  de  retenue 
font  67.  Ces  67  dizaines  se  composent  de  6  centaines  et  de  7  di- 
zaines; on  écrit  seulement  le  chiffre  7  à  la  place  des  dizaines, 
et  l'on  retient  les  6  centaines. 

Mais,  comme  dans  l'exemple  choisi  le  multiplicande  ne 
renferme  pas  de  centaines,  le  produit  ne  contient  que  les 
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6  centaines  de  retenue  :  on  écrit  donc  ce  chiffre  à  la  place  des 
centaines. 

Enfin,  arrivant  aux  mille,  on  dit  :  7  fois  2  font  i/\,  et  l'on  écrit 
ces  chiffres  à  la  gauche  des  chiffres  déjà  trouvés. 

Le  produit  obtenu  est  ainsi  14672. 

32.  On  peut,  d'après  cela,  énoncer  la  règle  suivante  : 
Pour  multiplier  un   nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un 

nombre  d'un  seul  cliiffre,  on  multiplie  successivement  les  dif- 
férents chiffres  du  multiplicande  par  le  multiplicateur,  en 
commençant  par  la  droite.  On  écrit  le  chiffre  des  unités  du 
premier  produit  partiel,  et  l'on  retient  les  dizaines  pour  les 
ajouter  avec  le  produit  partiel  suivant;  on  écrit  le  chiffre  des 
unités  de  cette  somme  à  la  gauchedu premier  chiffre  déjà  écrit, 
et  l'on  retient  les  dizaines  pour  les  réunir  avec  le  troisième 
produit  partiel,  et  ainsi  de  suite. 

33.  Remarque. —  On  doit  encore,  comme  pour  l'addition  et 
la  soustraction  (17,  24),  commencer  l'opération  par  la  droite. 
C'est  toujours  l'existence  des  retenues  qui  impose  cette  né- 
cessité. 

MULTIPLICATION  D'UN  NOMBRE  PAR  UN  CHIFFRE  SIGNIFICATIF 
SUIVI  D'UN  OU  DE  PLUSIEURS  ZÉROS. 

3i.  1°  Pour  multiplier  un  non\bre  par  10,  100,  1000,.  .  .,  // 
sufjit  d'écrire  i,  2,  3,...  zéros  à  sa  droite  ;  car ,  d'après  le 
principe  de  la  numération  écrite,  chacun  des  chiffres  exprime 
alors  des  unités  10,  100,  1000,...  fois  plus  grandes  qu'aupa- 
ravant, et,  par  suite,  le  nombre  a  été  rendu  10,  100,  1000,. . . 
fois  plus  grand;  en  d'autres  termes,  il  a  été  multiplié  par  lo, 
100,  1000, .... 

2°  Pour  multiplier  un  nombre  par  un  chiffre  significatif 
uivi  d'un  ou  de  plusieurs  zéros,  il  suffît  de  multiplier  le  nombre 
par  ce  chiffre  et  d'écrire  à  la  droite  du  résultat  autant  de 
zéros  qu'il  y^  en  a  à  la  droite  du  chiffre. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  multiplier  2096  par 
3oo,  qui  est,  comme  on  vient  de  le  voir  (1°),  le  produit  de  3 
par  100. 

Ecrivons,  les  uns  sous  les  autres,  3  nombres  égaux  au  mul- 
tiplicande 2096;  puis,  au-dessous  de  ce  groupe,  écrivons  un 
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deuxième  prroiipe  semblable,  puis  un  troisième,  etc.,  jusqu'à 
ce  que  nous  ayons  loo  groupes  : 

12096 
2096 
2096 

2096 
2096 
2096 

2096 


On  voit  que  2096  se  trouve  écrit  un  nombre  de  fois  égal  au 
produit  de  3  par  100;  par  conséquent,  en  additionnant  tous  ces 
nombres,  on  aura  le  produit  de  2096  par  Soc,  Mais  il  est  évi- 
dent qu'on  aura  le  même  résultat  en  additionnant  les  3  nombres 
de  cbaque  groupe  et  en  additionnant  ensuite  les  100  sommes 
obtenues.  Or  !a  somme  des  trois  nombres  de  cbaque  groupe 
est  égale  au  produit  de  2096  par  3  ei,  pour  faire  la  somme  de 
100  nombres  égaux  à  ce  produit,  il  suffira,  après  l'avoir  effec- 
tuée, d'écrire  (Jeux  zérosà  sa  droite;  donc,  pour  muliiplier  2096 
par  3oo,  il  suffit  de  multiplier  2096  par  3  et  d'écrire  ensuite 
deux  zéros  à  la  droite  du  produit  effectué. 

CAS  GÉNÉRAL  DE  LA  MULTIPLICATION. 

35.  La  muUiplicalion  de  deux  nombres  quelconques  se  ra- 
mène aisément  aux  cas  simples  que  nous  venons  d'examiner. 

Supposons  qu'on  veuille  muliiplier  2096  par  347.  Le  multi- 
plicateur est  la  somme  des  trois  nombres  7,40  et  3oo;  donc  le 
produit  cherché  s'obtiendra  en  faisant  la  somme  de  7  nombres, 
de  4o  nombres  et  de  3oo  nombres  tous  égaux  à  2096,  et  en 
réunissant  ensuite  les  résultats  trouvés.  On  est  donc  ramené 
h  muliiplier  2096  successivement  par  7,  par  4°  et  par  3oo, 
puis  à  ajouter  les  produits  partiels  obienus.  Le  premier  de 
ces  produits  s'obtiendra  par  la  règle  du  n"  32;  les  deux  autres 
seront  donnés  par  la  même  règle  combinée  avec  celle  du 
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On  dispose  l'opération  de  la  manière  suivante  : 

2096 
347 


14672 
8384 
6288 

727312 


Le  multiplicateur  est  écrit  au-dessous  du  multiplicande  el 
l'on  lire  un  trait  au-dessous  du  multiplicateur.  On  multiplie 
le  multiplicande  par  7,  el  l'on  écrit  au-dessous  du  irait  le  ré- 
sultat 14672.  On  multiplie  ensuite  le  multiplicande  par  4  el 
l'on  écrit  le  résultat  8384  au-dessous  du  premier  produit  par- 
tiel, de  manière  que  son  dernier  chiffre  soit  dans  la  colonne 
des  dizaines.  Enfin  on  multiplie  le  multiplicande  par  3  el  l'on 
écrit  le  résultat  6288  au-dessous  du  deuxième  produit  partiel, 
de  manière  que  son  dernier  chiffre  soit  dans  la  colonne  des 
centaines. 

Ajoutant  ensuite  les  trois  résultais,  on  obtient  le  produit 
cherché  727312. 

36.  Remarque.  —  Les  produits  partiels  qui  concourent  à 
former  le  produit  total  sont  14672,  8384o,  628800,  et  non  pas 
14672,  8384,  6288;  mais,  par  la  manière  dont  l'opération  est 
disposée,  on  voit  que  les  zéros  qui  terminent  le  deuxième  el  le 
troisième  produit  partiel  sont  inutiles  el  qu'il  vaut  mieux  ne 
pas  les  écrire. 

37.  Le  raisonnement  qui  précède  conduit  à  la  règle  sui- 
vante : 

Pour  faire  le  produit  de  deux  nombres  de  plusieurs  chiffres, 
on  écrit  le  multiplicateur  au-dessous  du  multiplicande,  de 
manière  que  les  unités  de  même  ordre  se  correspondent ,  et 
l'on  tire  un  trait  au-dessous  du  multiplicateur.  On  multiplie 
ensuite  le  multiplicande  successivement  par  les  divers  chif- 
fres significatifs  du  multiplicateur,  et  l'on  écrit  chaque  résul- 
tat de  manière  que  son  dernier  chiffre  soit  dans  la  même  co- 
lonne verticale  que  le  chiffre  du  multiplicateur  qui  l'a  fourni. 
On  fait  ensuite  la  somme  de  tous  ces  résultats  :  c'est  le  produit 
cherché. 
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38.  Remarque.  —  11  est  .essentiel  d'opérer  les  mulliplica- 
lions  partielles  en  commençant  par  la  droite  du  multipli- 
cande (31);  mais  on  peut  employer  les  chiffres  du  multiplica- 
teur dans  un  ordre  quelconque  :  la  seule  précaution  à  prendre 
est  de  faire  exprimer  à  chaque  produit  partiel  des  unités  de 
môme  ordre  que  le  chiffre  correspondant  du  multiplicateur. 

CAS  PARTICULIER  OÙ  LE  MULTIPLICANDE  ET  LE  MULTIPLICA- 
TEUR SONT  TERMINÉS  PAR  DES  ZÉROS. 

39.  Lorsque  les  facteurs  sont  terminés  par  des  zéros,  on  sup- 
prime ces  zéros  et  l'on  multiplie  les  nombres  résultants  ;  puis 
on  écrit  à  la  droite  du  produit  obtenu  autant  de  zéros  quon 
en  a  supprimés,  tant  au  multiplicande  qu'au  multiplicateur. 

Par  exemple,  pour  avoir  le  produit  d.e  27000  par  43oo,  il 
suffit  de  multiplier  27  par  43  et  d'écrire  cinq  zéros  à  la  droite 
du  résultat. 

En  effet,  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n°  3i  prouve 
qu'on  obtient  le  produit  de  27000  par  43oo  en  multipliant 
27000  par  43  et  en  écrivant  ensuite  deux  zéros  à  la  droite  du 
résultat.  D'un  autre  côté,  comme  27000  est  égal  à  27  unités 
de  mille,  le  produit  de  27000  par  43  sera  égal  à  43  fois  27  uni- 
tés de  mille,  c'est-à-dire  à  un  nombre  de  mille  égal  au  produit 
de  27  par  43.  D'après  cela,  le  produit  de  27000  par  43  se  fera 
en  écrivant  trois  zéros  à  la  droite  du  produit  de  27  par  43;  par 
conséquent,  enfin,  le  produit  de  27000  par  43oo  s'obtiendra 
en  écrivant  cinq  zéros  à  la  droite  du  produit  de  27  par  43. 

NOMBRE  DES  CHIFFRES  DU  PRODUIT. 

40.  Le  nombre  des  chiffres  du  produit  est  égal  à  la  somme 
des  nombres  de  chiffres  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teury  ou  égal  à  cette  somme  diminuée  d'une  unité. 

En  effet,  supposons  que  le  multiplicande  ait  quatre  chiffres, 
qu'il  soit,  par  exemple,  2096,  et  que  le  multiplicateur  ait  trois 
chiffres. 

Le  multiplicateur  ayant  trois  chiffres,  il  est  au  moins  égal 
à  100;  donc  le  produit  considéré  est  au  moins  égal  au  produit 
de  2096  par  100,  lequel  est  209600;  par  suite,  le  nombre  de 
ses  chiffres  est  au  moins  égal  à  la  somme  des  nombres  de  chif- 
fres des  facteurs  diminuée  de  i. 
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En  second  lieu,  le  mulUplicaleur  est  plus  petit  que  looo; 
donc  le  produit  considéré  est  inférieur  au  produit  de  2096  par 
1000,  c'est-à-dire  inférieur  à  2096000;  le  nombre  des  chif- 
fres du  produit  ne  peut  donc  surpasser  la  somme  des  nombres 
de  cliifTres  des  facteurs. 

41.  Remarque,  —  On  a  souvent  besoin,  dans  la  pratique, 
de  connaître  exactement  le  nombre  des  chifîres  que  doit 
avoir  le  produit  de  deux  nombres.  On  y  arrive  aisément  dans 
chaque  cas  par  la  considération  des  premiers  chiffres  des 
facteurs. 

Soii,  par  exemple,  2096  à  multiplier  par  748.  Le  produit 
des  chiffres  les  plus  élevés  des  deux  facteurs  étant  14,  le  pro- 
duit partiel  correspondant  au  dernier  chiffre  à  gauche  du  mul- 
tiplicateur contiendra  5  chiffres,  et,  comme  il  doit  être  reculé 
de  deux  rangs  vers  la  gauche,  le  produit  total  renfermera 
7  chiffres. 

PREUVE  DE  LA  MULTIPLICATION. 

42.  Pour  faire  la  preuve  de  la  multiplication,  on  recom- 
mence l'opération  en  prenant  le  multiplicateur  pour  multi- 
plicande, et  inversement.  Si  l'on  retrouve  le  môme  produit 
qu'on  avait  d'abord  obtenu,  on  a  une  vérification  du  premier 
calcul.  Cette  règle  est  fondée  sur  le  principe  suivant  : 

43.  Le  produit  de  deux  nombres  ne  change  pas  quand  on 
prend  le  multiplicande  pour  multiplicateur,  et  inversement. 

Par  exemple,  le  produit  de  5  par  4  est  égal  au  produit 
de  4  par  5.  En  effet,  écrivons  sur  une  même  ligne  horizontale 
autant  d'unités  qu'il  y  en  a  dans  le  nombre  5  et  répétons  cette 
ligne  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  4»  nous  forme- 
rons le  tableau  suivant  : 

I      I      I      I      I 

I  T  I  I  I 

I     I      I      I      I 
I     I      I      I      I 

dans  lequel  le  nombre  des  unités  est  égal,  d'après  la  con- 
siruclion,  au  produit  de  5  par  ^.  Or,  si  l'on  considère  les  uni- 
tés renfermées  dans  une  colonne  verticale,  on  voit  que  leur 
nombre  est  égal  à  4  î  et,  comme  il  y  a  cinq  colonnes  verli- 
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cales,  il  s'cnsuil  que  le  nombre  des  unités  renfermées  dans  le 
tableau  est  aussi  égal  au  produit  de  4  par  5.  Donc  les  produits 
de  5  par  4  cl  de  4  par  5  sont  identiques. 

THÉORÈMES  RELATIFS  A  LA  MULTIPLICATION. 

kk.  I.  Pour  multiplier  une  somme  par  un  nombre,  on  jieul 
multiplier  chaque  partie  de  la  somme  par  le  nombre  et  ajou- 
ter ensuite  les  produits  partiels  obtenus. 

Soit  la  somme  4  +  5  -+  7  à  multiplier  par  3,  II  faut  faire  la 
somme  de  trois  nombres  égaux  à  4  +  5  -•-  7.  Le  produit  cher- 
ché est,  par  suite,  égal  à 

Il  se  compose  de  trois  parties  égales  à  4>  de  trois  parties 
égales  à  5,  et  de  trois  parties  égales  à  7  ;  il  est  donc  la  somme 
des  trois  produits  partiels  4  X  3,  5  X  3,  7  X  3. 

Ce  théorème  s'exprime  par  l'égalité  (28). 


(4  +  5  -!-  7)  X  3  =  4  X  3  +  5  X  3 


r.    v/    -3 


Un  produit  de  deux  facteurs  ne  change  pas  quand  on  ren- 
verse l'ordre  des  deux  facteurs  (43).  L'égalité  précédente  peut 
donc  s'écrire 

3  X  (4  -^  5  H-  7)  =  3  X  4  -^  3  X  5  -^  3  x  7 

et,  sous  cette  nouvelle  forme,  elle  exprime  que,  pour  multi- 
plier un  nombre  par  une  somme,  on  peut  multiplier  ce  nombre 
par  chaque  partie  de  la  somme  et  ajouter  ensuite  les  résultats 
partiels  obtenus. 

45.  II.  Pour  multiplier  deux  sommes  l'une  par  l'autre,  on 
peut  multiplier  chaque  partie  de  la  première  somme  par 
chaque  partie  de  la  seconde  et  ajouter  ensuite  les  produits 
partiels  obtenus. 

Soient  4  +  5  +  7  à  multiplier  par  3-1-8.  En  regardant  la 
première  somme  comme  effectuée,  le  résultat  sera  d'abord, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 

(4  -t-  5  -+-  7  )  X  3  -f-  (4  X  5  -f-  7)  X  C  : 

puis,  en  faisant  les  calculs  indiqués  (44), 

4X3H-5x3-f-7X3-f-4x8-i-5x8  +  7X8. 
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46.  III.  Pour  multiplier  la  différence  de  deux  nombres  par 
un  troisième  nombre,  on  peut  les  multiplier  respectivement 
par  ce  troisième  nombre  et  retrancher  le  plus  petit  produit 
du  plus  grand. 

Soil  7  —  5  à  multiplier  par  3.  On  a 


et,  par  suite  (9), 


7  —  5  =  2 

7  =  5  H-  2. 


Il  en  résulte  (44) 

7  X  3  =  (5  +  2)  X  3  r=  5  X  3  +  2  X  3. 

La  différence  7X3  —  5  X  3  est  donc  égale  à  2  X  3  ou  au  pro- 
duit de  la  différence  7  —  5  par  3,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème énoncé. 
Ce  théorème  s'exprime  par  l'égalité 

(7- 5)  X  3  =  7X3- 5x3. 

En  renversant  l'ordre  des  facteurs  dans  chaque  produit, 
cette  égalité  peut  s'écrire 

3X(7  — 5)=:3X7  — 3x5, 

et,  sous  celle  nouvelle  forme,  elle  prouve  que,  pour  multi- 
plier un  nombre  par  la  différence  de  deux  autres,  on  peut 
multiplier  respectivement  ce  nombre  par  chacun  des  deux 
autres  et  retrancher  le  plus  petit  produit  du  plus  grand. 

PRODUITS  DE  PLUSIEURS  FACTEURS. 

47.  On  nomme  produit  de  plusieurs  nombres  ou  de  plu- 
sieurs facteurs  le  résultat  que  l'on  obtient  en  multipliant  le 
premier  nombre  par  le  deuxième,  puis  le  produit  ainsi  formé 
par  le  troisième  nombre,  et  ainsi  de  suite.  Par  exemple,  le 
produit  7  X  6  X  5  X  4  6St  le  résultat  que  l'on  obtient  en  mul- 
tipliant 7  par  6,  puis  le  produit  obtenu  par  5,  puis  ce  deuxième 
produit  par  4. 

THÉORÈME  FONDAMENTAL. 

48.  Dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  inter- 
vertir d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  fadeurs. 

La  démonstration  générale  de   celte  propriété,  que  nous 
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avons  déjà  établie  (43)  pour  le  cas  de  deux  facteurs,  se  com- 
pose de  trois  parties  : 

i"  Dans  lin  produit  de  trois  facteurs,  on  peut  intervertir 
l'ordre  des  deux  derniers  facteurs. 

Par  exemple,  les  deux  produits  6x5x4  et  Gx4x5  sont 
égaux  entre  eux. 

En  elîei,  écrivons  sur  une  même  ligne  horizontale  5  fois  le 
nombre  6  et  répétons  celte  ligne  4  fois,  nous  formerons  le  ta- 
bleau suivant  : 


6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

La  somme  des  nombres  de  chaque  ligne  horizontale  esl6x5 
et,  comme  il  y  a  quatre  lignes  horizontales,  la  somme  de  tous 
les  nombres  du  tableau  est  égale  à  6x5x4-  Mais,  d'un 
autre  côté,  en  additionnant  les  nombres  d'une  même  ligne 
verticale,  on  trouve  pour  la  somme  6x4;  et,  comme  il  y  a 
cinq  lignes  verticales,  la  somme  de  tous  les  nombres  du  ta- 
bleau est  aussi  égale  à  6x4x5.  On  conclut  de  là  l'égalité 
des  deux  produits  considérés. 

1"  Dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  interver- 
tir l'ordre  de  deux  facteurs  consécutifs  quelconques. 

Par  exemple,  dans  le  produit 

7X6x5x4x3X2, 

on  peut  intervertir  l'ordre  des  fadeurs  5  et  4* 

En  effet,  pour  effectuer  ce  produit,  il  faut  d'abord  multiplier 
7  par  6,  ce  qui  donne  le  résultat  42.  Il  faut  ensuite  multiplier 
42  par  5,  puis  le  résultat  par  4»  etc.  Or,  au  lieu  de  multiplier 
42  par  5,  puis  le  résultat  par  4»  on  peut,  d'après  ce  qui  pré- 
cède (1°),  multiplier  42  par  4»  puis  le  résultat  par  5,  el  faire 
intervenir  ensuite  successivement  les  mêmes  facteurs  3  et  2 
que  dans  le  premier  cas.  Donc,  dans  le  produit  considéré,  on 
peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  5  el  4- 

3°  Dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  interver- 
tir d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  facteurs. 

En  effet,  considérons  un  produit  dont  les  fadeurs  sont  écrits 
dans  un  certain  ordre;  on  peut  prendre  un  facteur  quelconque 
et  l'échanger  avec  celui  qui  le  précède.  Cela  fait,  on  peut  en- 
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core  avancer  d'un  rang  ce  même  facteur  et  continuer  ainsi 
jusqu'à  ce  qu'on  lui  ait  fait  occuper  la  première  place.  Pre- 
nant ensuite  l'un  quelconque  des  facteurs  qui  suivent,  on 
peut  le  faire  avancer  successivement  d'un  rang  jusqu'à  ce 
qu'il  occupe  la  deuxième  place;  et,  en  continuant  ainsi,  on 
peut  écrire  tous  les  facteurs  dans  l'ordre  que  l'on  veut  adop- 
ter, sans  que  la  valeur  du  produit  soit  changée. 

CONSÉQUENCES. 

i9.  I.  Pour  multiplier  un  nombre  par  un  produit  de  plu- 
sieurs facteurs,  il  suffît  de  le  multiplier  successivement  par  les 
facteurs  du  produit. 

Par  exemple,  pour  multiplier  5  par  24,  qui  est  le  produit 
des  facteurs  2,  3,  4>  il  suffit  de  multiplier  5  par  2,  puis  le  pro- 
duit obtenu  par  3,  puis  ce  second  produit  par  4-  En  effet,  le 
produit  5x24  est  égal  à  24x5;  d'ailleurs  24  est  égal  à 
2  X  3  X  4  :  f'onc  5  X  24  est  égal  à  2X3x4x5,  ou  égal  à 
5X2X3x4»  en  faisant  passer  le  facteur  5  de  la  quatrième 
place  à  la  première;  la  propriété  énoncée  se  trouve  ainsi 
établie. 

Il  en  résulte  immédiatement  que,  pour  multiplier  entre  eux 
deux  produits  de  plusieurs  facteurs,  il  suffît  de  former  un 
produit  unique  avec  tous  les  facteurs  des  deux  produits. 

50.  II.  Dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  rem- 
placer un  nombre  quelconque  de  facteurs  par  leur  produit 
effectué. 

Cela  est  évident  si  les  facteurs  dont  il  s'agit  sont  écrits  les 
premiers;  or  on  peut  toujours  faire  en  sorte  qu'il  en  soit 
ainsi  (48)  :  donc  la  propriété  énoncée  est  générale. 

51.  III.  Pour  multiplier  un  produit  par  un  nombre,  il  suf- 
fît de  multiplier  l'un  des  facteurs  du  produit  par  ce  nombre. 

En  effet,  considérons  un  produit  de  plusieurs  facteurs; 
pour  le  multiplier  par  un  nombre,  il  suffit  d'y  introduire  un 
nouveau  facteur  égal  à  ce  nombre.  Or  on  peut,  d'après  ce  qui 
précède,  remplacer  ce  nouveau  facteur  et  l'un  des  facteurs 
qui  le  précèdent  par  leur  produit  effectué  ;  la  propriété  énon- 
cée se  trouve  donc  établie. 
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CHAPITRE  IV. 

DIVISION. 


DÉFINITIONS. 

52.  La  division  est  une  opération  qui  a  pour  but  de  trouver 
combien  de  fois  un  nombre  donné  contient  un  autre  nombre 
donné. 

Le  premier  nombre  donné  se  nomme  dividende,  le  second 
se  nomme  diviseur  et  le  nombre  cherché  est  appelé  quotient. 
On  indique  la  division  au  moyen  du  signe  :,  qui  s'énonce  di- 
visé par.  Ainsi  8  :  4  signifie  8  divisé  par  4- 

53.  La  division  peut  se  faire  à  l'aide  de  la  soustraction. 
Veut-on,  par  exemple,  diviser  i4  par  4»  on  retranchera  4  de 
i4,  ce  qui  donnera  le  reste  lo;  on  retranchera  de  même  4  de 
lo,  ce  qui  donnera  le  reste  6;  on  retranchera  encore  4  de  6, 
ce  qui  donnera  le  reste  2  inférieur  à  4»  On  voit  que,  du  divi- 
dende i4,  on  peut  retrancher  successivement  trois  fois  le  di- 
viseur 4j  et  qu'on  obtient  alors  un  dernier  reste  2.  inférieur 
à  4;  par  conséquent,  3  est  le  quotient  de  la  division  de  i4 

par  4. 

Ce  procédé,  qui  conduit  aisément  au  résultat  dans  l'exemple 
que  nous  avons  choisi,  serait  le  plus  souvent  impraticable,  si 
on  voulait  l'appliquer  directement  sous  celte  forme.  11  faudra 
donc  le  modifier. 

54.  D'après  ce  qui  précède,  la  différence  entre  le  dividende 
et  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  doit  être  inférieure 
au  diviseur.  Cette  différence  peut  être  nulle  ou  zéro,  et  alors 
on  dit  que  la  division  se  fait  exactement.  Dans  tous  les  cas,  la 
différence  dont  nous  parlons  est  appelée  reste  de  la  division. 

Il  résulte  de  là  que  : 

Dans  toute  division  qui  se  fait  exactement,  le  dividende  est 
égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient. 

Dans  toute  division  qui  ne  se  fait  pas  exactement,  le  divi- 
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dende  est  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient,  plus  le 
reste. 

Nous  avons  vu  (43)  que  le  produit  de  deux  nombres  ne 
change  pas,  quand  on  prend  le  multiplicande  pour  multipli- 
cateur, et  inversement.  Il  en  résulte  que,  dans  toute  division 
qui  se  fait  exactement,  on  peut  considérer  le  dividende  comme 
la  somme  d'autant  de  parties  égales  au  quotient  qu'il  y  a  d'u- 
nités dans  le  diviseur.  Par  conséquent,  on  peut  dire  que,  dans 
ce  cas  particulier,  la  division  a  pour  but  de  partager  un 
nombre  donné  en  autant  de  parties  égales  quil  y  a  d'unités 
dans  un  autre  nombre  donné.  C'est  même  en  se  plaçant  à  ce 
point  de  vue  que  l'on  a  adopté  les  dénominations  de  divi- 
dende et  de  diviseur. 

DÉTERMINATION  DU  NOMBRE  DE  CHIFFRES  DU  QUOTIENT. 

55.  Soit  à  diviser,  par  exemple,  690549  par  859. 

Pour  savoir  si  le  dividende  contient  10  fois  le  diviseur, 
nous  multiplierons  ce  dernier  par  10,  en  ajoutant  un  zéro  à 
sa  droite  (34).  Nous  formons  ainsi  le  nombre  8690,  inférieur 
au  dividende,  et  nous  en  concluons  que  le  quotient  de  la  di- 
vision proposée  est  au  moins  égal  à  10. 

De  même,  en  multipliant  le  diviseur  par  100,  nous  formons 
le  nombre  86900,  qui  est  encore  inférieur  au  dividende,  et 
nous  en  concluons  que  le  quotient  est  au  moins  égal  à  100. 

Mais  en  multipliant  le  diviseur  par  1000  nous  obtenons  le 
nombre  809000,  supérieur  au  dividende,  et  nous  en  concluons 
que  le  quotient  cherché  est  moindre  que  1000. 

11  en  résulte  que  ce  quotient,  au  moins  égal  à  100,  mais 
moindre  que  1000,  est  un  nombre  de  trois  chiffres.  En  d'autres 
termes,  les  plus  hautes  unités  de  ce  quotient  sont  des  centaines. 

D'après  ce  (ju'on  vient  de  dire,  le  dividende  690649  con- 
tient 869  centaines,  mais  n'en  contient  pas  8690.  Le  nombre 
des  centaines  du  dividende  contient  donc  au  moins  une  fois 
le  diviseur  869  et  ne  le  contient  pas  dix  fois.  On  peut,  par 
conséquent,  formuler  cette  règle  générale  : 

Si  l'on  sépare  sur  la  gauche  du  dividende  assez  de  chiffres 
pour  former  un  nombre  qui  contienne  au  moins  une  fois  le 
diviseur  et  qui  ne  le  contienne  pas  dix  fois,  l'ordre  des  unités 
représentées  dans  le  dividende  par  le  dernier  chiffre  à  droite 
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du   nombre  séparé   marquera  aussi    l'ordre  des  plus   hautes 
unités  du  quotient. 

CAS  PARTICULIER  OÙ  LE  QUOTIENT  N'A  QU'UN  CHIFFRE. 

oG.  On  reconnaît,  d'après  ce  qui  précède  (55),  que  le  quo- 
Ueni  d'une  division  n'a  qu'un  chiffre  lorsque,  en  écrivant  un 
zéro  à  la  droite  du  diviseur,  on  fornne  un  nombre  plus  grand 
que  le  dividende. 

Supposons  d'abord  que  le  diviseur  n'ait  aussi  qu'un  seul 
chiffre;  il  est  évident  que  le  dividende  ne  peut  alors  en  avoir 
plus  de  deux.  Dans  ce  cas,  on  obtient  le  quotient  à  l'aide  de 
la  Table  de  multiplication.  Soit,  par  exemple,  à  diviser  Sg  par 
8.  Le  plus  grand  des  nombres  de  la  huitième  colonne  verti- 
cale de  la  Table  de  multiplication  contenus  dans  Sg  étant  5G, 
qui  est  le  produit  de  8  par  7,  on  en  conclut  que  le  quotient 
de  la  division  de  59  par  8  est  7.  Quant  au  reste  de  celle  divi- 
sion, il  est  égal  à  l'excès  de  69  sur  56,  c'est-à-dire  égal  à  3.  Sa- 
chant par  cœur  la  Table  de  multiplication,  on  fait  immédiate- 
ment les  divisions  de  celle  espèce. 

57.  Supposons  maintenant  que  le  diviseur  ait  plusieurs 
chiffres.  Dans  ce  cas,  on  détermine  le  chiffre  du  quotient  par 
tâtonnements,  comme  nous  allons  l'expliquer. 

Soit,  par  exemple,  à  diviser  5905  par  SSq.  Le  diviseur  étant 
plus  grand  que  8  centaines,  le  quotient  est  égal  ou  inférieur 
au  plus  grand  nombre  de  fois  que  le  dividende  5905  contient 
8  centaines;  car,  en  diminuant  le  diviseur,  on  ne  peui  qu'aug- 
menter le  quotient,  si  on  le  modifie.  Pour  connaître  ce  plus 
grand  nombre  de  fois,  il  suffit  de  retrancher  autant  de  fois 
que  possible  8  centaines  de  5905,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
8  centaines  de  59  centaines,  ou  enfin  8  de  69.  Le  quotient 
cherché  est  donc  égal  ou  inférieur  au  quotient  de  59  par  8, 
c'est-à-dire  égal  ou  inférieur  à  7. 

On  commence  par  essayer  le  chiffre  7.  A  cet  effet,  on  mul- 
tiplie le  diviseur  par  7,  et,  comme  le  produit  correspondant 
6oi3  est  plus  grand  que  le  dividende,  on  voit  que  7  est  un 
chiffre  trop  fort.  On  essaye  de  même  le  chiffre  6;  le  produit 
du  diviseur  par  6  est  5i54,  nombre  inférieur  au  dividende; 
donc  le  quotient  cherché  est  6.  Le  reste  de  la  division  s'ob- 
tient en  retranchant  5i54  de  59o5;  ce  reste  est  75r. 
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On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivante: 

Pour  faire  la  division  de  deux  nombres  dans  le  cas  où  le 
quotient  ne  doit  avoir  qu'un  seul  chiffre,  on  divise  par  le  pre- 
mier chiffre  à  gauche  du  diviseur  les  unités  de  même  ordre 
contenues  dans  le  dividende.  On  obtient  ainsi  le  chiffre  du 
quotient  ou  un  chiffre  trop  fort.  On  multiplie  le  diviseur  par 
le  chiffre  obtenu,  et,  si  le  produit  peut  être  soustrait  du  divi- 
dende, le  chiffre  est  exact;  sinon,  on  essaye  de  la  même  ma- 
nière le  cliiffre  inférieur  d'une  unité,  et  ainsi  de  suite. 

58.  On  dispose  habituellement  l'opération  de  la  manière 
suivante  : 


5go5 
5i54 


859 


6 


Le  diviseur  écrit  à  la  droite  du  dividende  est  séparé  de  ce- 
lui-ci par  un  trait  vertical;  on  tire  un  trait  horizontal  au-des- 
sous du  diviseur,  et  l'on  écrit  au-dessous  de  ce  Irait  le  chiffre 
exact  du  quotient  quand  il  a  été  trouvé;  au-dessous  du  divi- 
dende, on  écrit  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient,  puis 
l'excès  du  dividende  sur  ce  produit,  excès  qui  est  le  reste  de 
la  division. 

Souvent  on  se  dispense  d'écrire  le  produit  du  diviseur  par 
le  quotient.  Alors,  pour  avoir  le  reste,  on  retranche  successi- 
vement les  produits  i)artiels  des  différents  chiffres  du  diviseur 
par  le  quotient  des  unités  de  même  ordre  dans  le  dividende, 
à  mesure  que  ces  produits  sont  formés.  Pour  rendre  toutes 
ces  soustractions  possibles,  on  fait  usage,  quand  cela  est  né- 
cessaire, du  principe  du  n"  22,  sur  lequel  repose  la  règle  de 
la  soustraction.  D'après  ce  principe,  on  ajoute  à  chaque  chiffre 
du  dividende  le  nombre  de  dizaines  nécessaire  et  suffisant 
pour  rendre  possible  la  soustraction  correspondante,  et  l'on  a 
soin  d'ajouter  un  pareil  nombre  d'unités  au  produit  à  retran- 
cher dans  la  soustraction  suivante. 

L'opération  est  alors  disposée  comme  il  suit  : 


--Si 


859 


6 


et  l'on  dit  :  6  fois  9,  54,  de  55  reste  i  et  retiens  5  ;  6  fois  5, 

S.  et  de  C.  —  Arithm,  3 
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3o  el  5,  35,  de  /\o  reste  5  et  retiens  t\  ;  6  fois  8,  48  et  4,  52,  de 
59  reste  7. 

59.  Remarque.  —  En  adoptant  cette  manière  d'opérer,  on 
peut  faire  l'essai  d'un  chiffre  sans  rien  écrire.  Ces  essais  se 
font  à  vue  dans  la  pratique;  il  suffit,  le  plus  souvent,  de  mul- 
tiplier les  deux  premiers  chiffres  à  gauche  du  diviseur  par  le 
chiffre  essaye  et  de  comparer  le  résultat  avec  les  unités  de 
même  ordre  contenues  dans  le  dividende. 

PRINCIPE  SUR  LEQUEL  REPOSE  LA  DIVISION  LORSQUE 
LE  QUOTIENT  A  PLUSIEURS  CHIFFRES. 

60.  Si  l'on  sépare,  sur  la  gauche  du  dividende ,  assez  de 
chiffres  pour  former  un  nombre  qui  contienne  au  moins  une 
fois  le  diviseur  et  qui  ne  le  contienne  pas  dix  fois,  le  quotient 
de  ce  nombre,  divisé  par  le  diviseur,  représente  exactement  le 
chiffre  des  plus  hautes  ujiités  du  quotient  des  nombres  pro- 
posés. 

Soil  à  diviser  590549  par  859.  Le  nombre  5905,  séparé  sur 
la  gauche  du  dividende,  renferme  au  moins  une  fois  le  divi- 
seur sans  le  renfermer  dix  fois.  Le  dernier  chiffre  à  droite  de 
5905  représentant  des  centaines  dans  le  dividende,  les  plus 
liaules  unités  du  quotient  sont  des  centaines  (55).  En  divisant 
5905  par  859,  d'après  la  règle  précédente  (57),  on  trouve  6 
pour  quotient.  Il  faut  prouver  que  ce  chiffre  est  exactement 
celui  des  centaines  du  quotient. 

Or,  puisqu'on  peut  retrancher  de  5905  le  produit  de  859  par 
6,  on  pourra  retrancher  de  690500  -+-  49>  c'est-à-dire  du  divi- 
dende tout  entier,  le  produit  de  859  par  600.  Donc  le  quo- 
tient cherché  est  au  moins  égal  à  600. 

D'autre  part,  puisqu'on  ne  peut  pas  retrancher  de  6906  le 
produit  de  859  par  7,  on  ne  pourra  retrancher  de  690600 -t- 49, 
c'est-à-dire  du  dividende  tout  entier,  le  produit  de  869  par 
700.  Donc  le  quotient  cherché  est  moindre  que  700. 

Par  suite,  le  quotient  de  la  division  de  690649  par  869, 
compris  entre  600  et  700,  renferme  6  centaines  et  n'en  con- 
tient pas  davantage;  ce  qui  démontre  le  principe  énoncé. 
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CAS  GÉNÉRAL  DE  LA  DIVISION. 

61.  Supposons  qu'il  s'agisse  de  faire  la  division  des  nom- 
lires  590549  et  859,  déjà  considérés  dans  le  numéro  précédent. 
On  dispose  l'opération  de  la  manière  suivante  : 

590549  '  859 
5i54 


7^149 
6872 

6429 
601 3 


687 


416 


Le  diviseur  écrit  à  droite  du  dividende  en  est  séparé  par 
un  trait  vertical;  au-dessous  du  diviseur,  on  tire  un  trait  hori- 
zontal, et  l'on  pose  au-dessous  de  ce  trait  leschifTres  du  quo- 
tient à  mesure  qu'on  les  trouve. 

Nous  venons  de  voir  (60)  qu'en  séj)arant  sur  la  gauche  du 
dividende  le  nombre  5905  et  en  le  divisant  par  le  diviseur,  on 
obtenait  le  chiffre  6  des  centaines  du  quotient.  Le  produit  de 
859  par  6  est  5i54  et  l'excès  de  5905  sur  5i54  est  701.  Par 
suite,  l'excès  du  dividende  sur  600  fois  le  diviseur  est  repré- 
senté par  le  nombre  75i49,  qu'on  obtient  en  abaissant  à  côté 
du  reste  751  les  chiffres  non  encore  employés  au  dividende. 

Le  dividende  proposé  étant  égal  à  600  fois  le  diviseur,  plus 
75149,  la  question  est  ramenée  à  chercher  combien  de  fois 
75 149  renferme  encore  le  diviseur  859  ou  à  diviser  75 149 par  859. 

Nous  serons  conduit,  en  appliquant  la  même  règle  (GO)  à 
cette  nouvelle  division  ,  à  séparer  le  nombre  75i4  sur  la 
gauche  du  nouveau  dividende.  Le  nouveau  chiffre  à  écrire  au 
quotient  exprimera  donc  des  dizaines,  et  on  l'obtiendra  en 
divisant  75i4  par  839.  On  trouve  ainsi  pour  quotient  8,  et 
pour  reste  642. 

L'excè^  du  dividende  75i49  sur  80  fois  le  diviseur  sera 
alors  représenté  par  le  nombre  6429,  qu'on  obtient  en  abais- 
sant à  côté  du  reste  642  le  chiffre  non  employé  encore  au  di- 
vidende. 

Le  second  dividende  75i49  étant  égal  à  80  fois  le  diviseur, 
plus  6429,  la  question  est  ramenée  à  chercher  combien  do 

3. 
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fois  G\?ç)  coniicnl  encore  le  diviseur  809,  ou  à  diviser  fi^^o 
par  859. 

En  appliquant  toujours  la  môme  règle  à  celle  troisième  di- 
vision, on  voit  qu'on  doit  directement  diviser  64?9  par  Sr^g,  et 
que  le  chiffre  correspondant  à  écrire  au  quotient  représeiiiera 
des  unités.  On  trouve  ainsi  pour  quotient  7,  et  pour  reste 
416. 

En  résumé,  le  dividende  proposé  590549  renferme  600  fois, 
plus  80  fois,  plus  7  fois  le  diviseur  SSg,  avec  un  excès  ^16, 
inférieur  à  859.  Le  quotient  cherché  est  donc  687,  et  le  reste 
de  la  division  est  4'6. 

On  nomme  dividendes  partiels  les  nombres  qu'on  divise 
successivement  par  le  diviseur  pour  obtenir  les  diflerenis 
chiffres  du  quotient.  Dans  notre  exemple,  les  dividendes  par- 
tiels sont  5905,  75i4,  6429. 

On  se  borne,  le  plus  souvent,  à  écrire  au-dessous  du  divi- 
dende proposé  les  différents  dividendes  partiels,  à  partir  du 
deuxième;  les  divisions  partielles  sont  alors  exécutées  comme 
on  l'a  indiqué  à  la  fin  du  n"  08,  et  l'opération  se  trouve  dispo- 
sée comme  il  suit  : 

590549  I  859 
75i4 
6429 
4i6 


687 


62.  Ce  qui  précède  conduit  à  la  règle  suivante  : 
Pour  faire  la  division  de  deux  nombres,  dans  le  cas  où  le 
quotient  a  plusieurs  chijfres,  on  écrit  le  diviseur  à  droite  du 
dividende,  en  les  séparant  par  un  trait  vertical.  On  tire  un 
trait  horizontal  au-dessous  du  diviseur  et  l'on  écrit  au-des- 
sous du  trait  les  chijfres  du  quotient  à  mesure  qu'on  les 
trouve. 

On  sépare,  sur  la  gauche  du  dividende,  assez  de  chiffres 
pour  que  le  nombre  qu'ils  expriment  contienne  au  moins  une 
fois  le  diviseur,  mais  ne  le  contienne  pas  dix  fois.  Cç  nombre 
est  le  premier  dividende  partiel,  et  le  dernier  de  ses  chiffres 
exprime,  dans  le  dividende  proposé,  des  unités  de  même  ordre 
que  le  premier  chiffre  du  quotient.  On  divise  le  premier  divi- 
dende partiel  par  le  diviseur;  le  quotient  obtenu  est  le  pre- 
mier chiffre  du  quotient  cherché. 
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On  abaisse,  pour  l'écrire  à  la  droite  du  reste  de  cette  pre- 
mière division,  le  chiffre  du  dividende  proposé  qui  exprime 
des  unités  de  même  ordre  que  le  deuxième  chiffre  du  quo- 
tient ;  on  forme  ainsi  le  deuxième  dividende  partiel  ;  en  le  di- 
vise par  le  diviseur,  et  le  quotient  obtenu  est  le  deuxième 
chiffre  du  quotient  cherché. 

On  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  tous  les  chiffres  du  divi- 
dende proposé  aient  été  abaissés. 

63.  Remarque.  —  Puisque  chaque  resie  est  moindre  que  le 
diviseur,  chaque  dividende  partiel  est  moindre  que  dix  fois  le 
diviseur;  mais  il  peut  arriver  qu'un  dividende  partiel  ne  con- 
tienne pas  le  diviseur  :  alors  le  chiffre  correspondant  du  quo- 
tient cherché  est  o,  et  l'on  forme  le  dividende  partiel  suivant 
en  abaissant  à  la  droite  du  précédent  un  nouveau  chiffre  du 
dividende. 

6i.  Lorsque  le  diviseur  n'a  qu'un  seul  chiffre,  on  se  dis- 
pense, le  plus  souvent,  d'écrire  les  dividendes  partiels.  Sup- 
posons, par  exemple,  qu'on  veuille  "diviser  54802  par  7.  Ou 
dispose  l'opération  comme  il  suit  : 

54802  1  "j 
6 


7828 

Et  l'on  opère  en  disant  : 

En  54,  7  est  contenu  7  fois  pour  49»  et  il  reste  5;  en  58,  7 
est  contenu  8  fois  pour  56,  et  il  reste  2;  en  20,  7  est  contenu 
2  fois  pour  14,  et  il  reste  6  ;  en  62,  7  est  contenu  8  fois  pour  56, 
et  il  reste  6.  Le  quotient  est  donc  7828,  et  le  reste  est  6. 

CAS   PARTICULIER   Otj    LE  DIVISEUR  EST   TERMINÉ 
PAR  DES  ZÉROS. 

65.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés  par  des  zéros, 
on  supprime  un  même  nombre  de  zéros  sur  la  droite  du  dividende 
et  du  diviseur,  et  Von  divise  les  nombres  restants.  Le  quotient 
obtenu  est  celui  de  la  division  des  nombres  primitifs  et,  pour 
avoir  le  reste  de  cette  division,  il  suffit  d'écrire  à  la  droite  du 
reste  fourni  par  la  division  effectuée  autant  de  zéros  qu'on 
en  a  supprimé  à  droite  du  dividende  et  du  diviseur  donnés. 
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Soii,  par  exemple,  58ooo  à  diviser  par  9000.  En  flivisani 
58  par  9,  on  trouve  pour  quotient  6  et  pour  reste  4-  l'uisquc 
58  unités  renferment  6  fois  9  unités,  avec  un  reste  égal  à  4» 
58  unités  de  mille  renfermeront  à  leur  tour  6  fois  9  unités  de 
mille  avec  un  reste  égal  à  4000. 

Plus  généralement,  quand  le  diviseur  est  lerminé  par  des 
zéros,  on  néglige  ces  zéros  en  même  temps  qu'uft  pareil  nombre 
de  chiffres  sur  la  droite  du  dividende;  en  opérant  ainsi,  on  ne 
modifie  pas  le  quotient  cherché  ;  seulement,  pour  obtenir  le 
reste  exact,  il  faut  abaisser  à  côté  du  reste  trouvé  les  chiffres 
négligés  à  droite  du  dividende. 

Soit  58623  à  diviser  par  9000.  En  divisant  58  par  9,  on  trouve 
pour  quotient  6  et  pour  reste  4;  par  suite,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  58  unités  de  mille  renferment  6  fois  9  unités  de 
mille  avec  un  reste  égal  à  4000»  Donc,  58623  contient  6  fois 
9  unités  de  mille  avec  un  reste  égal  à  4623. 

NOMBRE  DES  CHIFFRES  DU  QUOTIENT. 

66.  Le  nombre  des  chiffres  du  quotient  est  égal,  soit  à  la 
différence  des  nombres  de  chiffres  du  dividende  et  du  diviseur, 
soit  à  cette  différence  augmentée  de  ^. 

Désignons  par  ô  la  dilTérence  indiquée.  Le  premier  divi- 
dende partiel,  étant  inférieur  à  10  fois  le  diviseur,  renferme 
le  même  nombre  de  chiffres  que  ce  diviseur,  ou  un  seul  de 
plus. 

Dans  la  première  hypothèse,  le  nombre  des  chiffres  du  di- 
vidende qu'on  abaisse  successivement  pendant  l'opération 
estô;  chacun  d'eux  correspondant  à  un  chiffre  du  quotient  à 
partir  du  second,  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  est  alors 
0  H-  I. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  le  nombre  des  chiffres  à  abaisser 
pendant  l'opération  étant  diminué  d'une  unité,  il  en  est  de 
même  du  nombre  des  chiffres  du  quotient,  qui  se  réduit  à  ô. 

PREUVE  DE  LA  DIVISION. 

G7.  Pour  faire  la  preuve  de  la  division,  on  multiplie  le  divi- 
seur par  le  quotient,  et  l'on  ajoute  le  reste  au  produit  obtenu. 
Si  la  somme  trouvée  est  égale  au  dividende,  on  a  une  vérifi- 
cation de  la  première  opération  (5i). 
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THÉORÈMES  RELATIFS  A  LA  DIVISION. 

G8.  I.  Si  l'on  multiplie  par  un  même  nombre  le  dividende 
et  le  diviseur,  le  quotient  ne  change  pas  et  le  reste  est  multi- 
plié par  le  même  nombre. 

Soil  i4  à  diviser  par  4-  On  trouve  3  pour  quotient  et  2  pour 
reste.  On  peut  donc  écrire 

14  —  4x3  +  2. 

Supposons  qu'on  veuille  multiplier  le  dividende  et  le  divi- 
seur par  7.  En  multipliant  par  7  les  deux  membres  de  régaliié 
précédente,  on  obtiendra  des  résultats  égaux;  d'ailleurs,  pour 
multiplier  une  somme  par  7,  il  faut  multiplier  par  7  chacune 
de  ses  parties  (44);  on  a  donc 

14x7  =4x3x7-^2x7. 

Dans  le  produit  4  X  3  x  7,  on  peut  remplacer  les  facteurs 
4  et  7  par  leur  produit  (50),  ce  qui  donne 

i4X7  =  (4X7)x3-!-2X7. 

Mais,  d'après  la  division  effecluée,  le  reste  2  est  moindre 
que  le  diviseur  4  et,  par  suite,  2x7  est  moindre  que  4x  7. 
La  dernière  égalité  posée  montre  alors  que,  si  l'on  divise 
14X7  par  4X7,  on  a  pour  quotient  3  et  pour  reste  2  X  7  ; 
ce  qui  justifie  l'énoncé. 

69.  II.  Pour  diviser  un  produit  par  l'un  de  ses  facteurs,  il 
suffit  de  supprimer  ce  facteur. 

En  effet,  soit  le  produit  3  X  4  X  5  à  diviser  par  4.  Le  produit 
proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(3x5)x4- 

Le  quotient  de  sa  division  par  4  est  donc  bien  3  x  5  (54). 

Il  résulte  de  ce  théorème  que,  pour  diviser  un  produit  par 
un  nombre,  il  suffit  de  diviser  l'un  des  facteurs  du  produit 
par  ce  nombre,  en  admettant  que  la  division  se  fasse  exacte- 
ment. 

En  effet,  soit  le  produit  3  x  20  x  7  à  diviser  par  4.  La  divi- 
sion du  (acteur  20  par  4  se  fait  exactement,  et  elle  donne  5 
pour  quotient.  On  a  donc  20  =  4  X  5,  et  le  produit  proposé 
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esl  égal  (50)à  3x4x5x7-  l*our  diviser  ce  produii  par  4,  on 
vient  de  voir  qu'il  suffit  de  supprimer  le  facteur  4-  On  a  donc 
bien  pour  quotient  3x5X7- 

70.  111.  Pour  diviser  un  nombre  par  un  produit  de  plusieurs 
facteurs,  il  suffit  de  diviser  successivement  ce  nombre  et  les 
quotients  obtenus  par  les  facteurs  du  produit. 

En  effet,  soit  à  diviser  240  par  24  qui  esl  le  produit  des  fac- 
teurs 2,  3,  4-  Le  quotient  de  la  division  des  nombres  240  et  24 
étant  égal  à  10,  le  dividende  240  esl  égal  à  10X24  ou  (4-9) 
égal  à  10X2X3x4-  En  divisant  ce  nombre  par  4>  on  obtient 
pour  quotient  10X2X  3  (69);  en  divisant  ce  quotient  par  3, 
on  obtient  le  deuxième  quotient  10X2;  enfin,  en  divisant  ce 
deuxième  quotient  par  2,  on  obtient  le  troisième  quotient  10, 
qui  est  précisément  le  quotient  de  240  par  24. 

Le  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage  suppose 
que  In  division  du  nombre  donné  par  le  produit  donné  se  fait 
exactement;  mais  il  convient  de  remarquer  que  la  proposition 
précédente  subsiste  quand  la  division  ne  se  fait  pas  exacte- 
ment, pourvu  qu'on  fasse  alors  abstraction  des  restes  et  qu'on 
se  propose  seulement  de  déterminer  le  quoiieni.  Supposons, 
par  exemple,  qu'on  ail  à  diviser  257  par  le  produit  24  des  trois 
nombres  2,  3,  4-  La  division  de  257  par  24  donne  le  quotient  10 
cl  le  reste  17  :  il  en  résulte  que  257  est  compris  entre  24  X  10 
et  24  X  1 1  ;  par  suite,  si  l'on  divise  successivement  257  par 
4,  3,  2,  en  faisant  abstraction  des  restes,  le  dernier  quotient 
obtenu  ne  sera  pas  inférieur  à  10,  mais  il  sera  moindre  que  11- 
Ce  quotient  ne  peut  donc  être  que  10. 
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DES   PUISSANCES. 


DÉFINITIONS. 

71.  Le  carré  ou  la  deuxième  puissance  d'un  nombre  est  le 
produit  de  deux  facteurs  égaux  à  ce  nombre.  Ainsi  5x5  ou  iS 
est  le  carré  ou  la  deuxième  puissance  de  5. 

Le  cube  ou  la  troisième  puissance  d'un  nombre  est  le  pro- 
duit de  trois  fadeurs  égaux  à  ce  nombre.  Ainsi  5x5x5 
ou  125  est  le  cube  ou  la  troisième  puissance  de  5. 

Généralement  le  produit  de  plusieurs  facteurs  égaux  à  un 
même  nombre  est  une  puissance  de  ce  nombre.  Le  nombre 
des  facteurs  considérés  est  alors  le  degré  ou  Vexposant  de  la 
puissance. 

Pour  indiquer  une  puissance  quelconque  d'un  nombre,  on 
écrit  ce  nombre,  puis,  à  droite  et  un  peu  au-dessus,  l'exposant 
de  la  puissance.  Ainsi  5'  et  5'  représentent  le  carré  et  le  cube 
de  5.  De  même  5"  représente  la  treizième  puissance  de  5. 

L'analogie  conduit  à  appeler  première  puissance  d'un  nombre 
ce  nombre  lui-même;  on  n'écrit  pas  l'exposant  i. 

L'opération  par  laquelle  on  forme  les  puissances  successives 
d'un  nombre  porte  le  nom  à' élévation  aux  puissances. 

11  est  utile  de  remarquer  que  les  unités  des  différents  ordres, 
à  partir  du  deuxième  ordre,  savoir  : 

lO,  100,  lOOO,    lOOOO,    lOOOOO,  ...  5 

sont  les  puissances  successives  de  la  base  lo. 

Les  opérations  sur  les  puissances,  d'un  même  nombre  se 
ramènent,  à  l'aide  des  tbéorèmes  suivants,  à  des  opérations 
plus  simples  sur  les  exposants  de  ces  puissances. 

THÉORÈMES  RELATIFS  AUX  PUISSANCES. 

72.  L  Le  produit  de  deux  ou  plusieurs  puissances  d'un 
même  nombre  est  une  puissance  de  ce  nombre  ayant  pour  ex- 
posant la  somme  des  exposants  des  jacteuis. 
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Soil  5' à  mulliplier  par  5'.  On  peut,  dans  le  produit  5^x5', 
remplacer  5'  par  trois  facteurs  égaux  à  5,  et  5'  par  quatre  fac- 
teurs égaux  à  5.  Le  produit  renfermera  donc  (49)  sept  fac- 
teurs égaux  à  5  et  sera  5'  ou  5'"^*. 

La  même  chose  a  lieu  dans  le  cas  de  plus  de  deux  facteurs. 
Soit,  par  exemple,  le  produit  5'x5*x5*.  Le  produit  des 
deux  premiers  facteurs  étant  5^+*,  on  trouvera,  en  multipliant 
ce  produit  par  le  troisième  facteur,  S»*"*"*^. 

73.  U.  Le  quotient  de  deux  puissances  d'un  même  nombre 
est  une  puissance  de  ce  nombre  ayant  pour  exposant  la  diffé- 
rence des  exposants  du  dividende  et  du  diviseur. 

Soit  à  diviser  5'  par  5*.  Puisque  7  —  4  =  3,  on  a  (72) 

5'  =  5*;<£>'     et,  par  suite,     5' :  5*  =  5'=  5'~'. 

Si  l'on  applique  le  résultat  précédent  au  cas  où  le  dividende 
et  le  diviseur  sont  égaux,  c'est-à-dire  si  l'on  divise,  par 
exemple,  5'  par  5%  on  trouve 

5'  :  5'  =  5'-'  =  5°. 

D'autre  part,  5':  5'  =  i .  On  est  ainsi  conduit  à  regarder  tout 
nombre  affecté  de  l'exposant  zéro  comme  équivalant  à  l'unité. 

74.  IH.  Pour  élever  une  puissance  à  une  autre  puissance,  il 
suffit  de  multiplier  le  premier  exposant  par  le  second. 

Supposons  qu'on  veuille  élever  5*  à  la  quatrième  puissance. 
On  a  (72) 

(  5'  ;/>  =:  5'  X  5'  X  5'  X  5'  =  5'+»+-'+^  =  5'>«. 

75.  IV.  On  élève  un  produit  à  une  puissance  en  élevant 
chacun  de  ses  facteurs  à  cette  puissance. 

Supposons  qu'on  veuille  élever  le  produit  2X5' X  4  à  la 
troisième  puissance.  On  a,  d'après  ce  qui  précède, 

(2X5=x4)'  =  (2X5'x4)X(2X5'x4)X(2X5'x4)» 
ou  (49) 

(  2  X  5-  X  4  )'  =  2  X  5'  X  4  X  2  X  5'  X  4  X  2  X  5'  X  4» 
ou  enfin  (50,  74) 

(  2  X  5=  X  4)^  =  2'  X  (5')^  X  4'; 

ce  qui  justifie  l'énoncé. 
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LIVRE  DEUXIEME. 

LES  PROPRIÉTÉS  ÉLÉMENTAIRES  DES  NOMBRES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DIVISIBILITÉ. 


DÉFINITIONS. 

76.  Lorsque  la  division  d'un  nombre  par  un  autre  nombre 
se  fait  sans  reste,  on  dit  que  le  premier  nombre  est  divisible 
par  le  second  et  que  le  second  nombre  divise  le  premier  ou 
est  un  diviseur  du  premier.  Par  exemple,  6  est  divisible  par  3, 
et  3  divise  6  ou  esi  un  diviseur  de  6. 

On  appelle  multiple  d'un  nombre  le  produit  de  ce  nombre 
par  un  autre  nombre  quelconque.  Ainsi  3X2  ou  6  est  un 
multiple  de  3.  On  voit  que  tout  multiple  d'un  nombre  est  di- 
visible par  ce  nombre  et  que,  réciproquement,  tout  nombre 
divisible  par  un  autre  en  est  un  multiple. 

On  appeWe  sous-multiple  ou  facteur  d'un  nombre  tout  di- 
viseur de  ce  nombre.  Par  exemple,  3  est  un  sous-mulliple  ou 
un  facteur  de  6. 

PROPRIÉTÉS  DES  DIVISEURS. 

77.  I.  Tout  diviseur  de  plusieurs  nombres  est  un  diviseur  de 
leur  somme. 

Considérons,  par  exemple,  plusieurs  nombres  divisibles 
par  5.  Chacun  d'eux  étant  un  multiple  de  5,  il  en  est  de  même 
de  leur  somme  {kk). 

Tout  diviseur  d'un  nombre  divise  les  multiples  de  ce  nombre; 
car  tout  multiple  d'un  nombre  est  la  somme  de  plusieurs 
nombres  égaux  à  ce  nombre. 
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78.  11.  Tout  diviseur  de  deux  uunibies  est  un  diviseur  de 
leur  différence. 

Considérons,  par  exemple,  deux  nombres  divisibles  j)ar  5. 
Chacun  d'eux  élanl  un  muliiple  de  5,  il  en  esl  de  même  do 
leur  différence  (46). 

Tout  diviseur  de  deux  nombres  divise  le  reste  de  leur  di- 
vision. 

Soient,  par  exemj)le,  deux  nombres  divisibles  par  5.  Si  on 
les  divise  l'un  par  l'autre,  le  reste  de  la  division  esl  égal  à 
l'excès  du  dividende  sur  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient. 
Ce  reste,  élanl  la  différence  de  deux  multiples  de  5,  esl  lui- 
même  divisible  par  5. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que,  lorsqu'on  divise  le  di- 
vidende et  le  diviseur  d'une  division  par  ni\  même  nombre, 
le  quotient  ne  change  pas  cl  le  reste  est  divisé  par  ce 
nombre  (08). 

79.  m.  Le  reste  de  la  division  de  deux  nombres  ne  cliange 
pas  quand  le  dividende  varie  en  plus  ou  en  moins  d'un  mul- 
tiple du  diviseur. 

En  effet,  pour  avoir  le  reste  d'une  division,  il  faut  du  di- 
vidende retrancher  le  diviseur  autant  de  fois  que  possible; 
par  conséquent,  ce  rcsle  ne  peut  être  modifié,  lorsqu'on  re- 
commence la  division  après  avoir  augmenté  ou  diminué  le  di- 
vidende d'un  multiple  du  diviseur. 

Ce  théorème  important  peut  s'énoncer  aussi  de  la  manière 
suivante  : 

Quand  la  différence  de  deux  nombres  est  un  multiple  d'un 
troisième  nombre,  les  deux  nombres  divisés  respectivement 
par  ce  troisième  donnent  des  restes  égaux. 

80.  IV.  Réciproquement,  si  deux  nombres  divisés  par  un 
troisième  donnent  des  restes  égaux,  leur  différence  est  un 
multiple  de  ce  troisième  nombre. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  nombres  38  et  28  qui, 
divisés  par  5,  donnent  le  même  reste  3.  On  a 

38  =;  un  multiple  de  5-^3, 
28  =  un  multiple  de  5  -h  3. 
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Il  en  rcsiille  immédialement 

38  —  28  =  un  multiple  de  5. 

81.  V.  Si  l'on  divise  plusieurs  nombres  par  un  même  divi- 
seur, la  différence  entre  le  produit  des  dividendes  et  le  produit 
des  restes  obtenus  est  un  multiple  de  ce  diviseur. 

Soient,  par  exemple,  les  trois  nombres  38,  29  et  17.  Divi- 
sons ces  nombres  par  le  même  diviseur  5;  nous  obtiendrons 
respeciivement  les  restes  3,  4  et  2,  et  nous  aurons 

38  =  un  multiple  de  5  -4-  3, 
29  r=  un  multiple  de  5  h-  4, 
17  =  un  multiple  de  5  +  2. 

Considérons  les  deux  premières  égalités.  Chacun  des  nom- 
bres 38  et  29  étant  ainsi  décomposé  en  deux  parties,  on  peut, 
pour  avoir  leur  produit,  multiplier  chaque  partie  de  la  pre- 
mière somme  par  chaque  partie  de  la  seconde,  et  ajouter  les 
produits  partiels  obtenus  (45).  En  multipliant  d'abord  les  deux 
parties  de  38  par  la  première  partie  de  29,  qui  est  un  multiple 
de  5,  on  obtient  deux  multiples  de  5;  on  en  obtient  un  troi- 
sième en  multipliant  la  première  partie  de  38  par  la  deuxième 
partie  de  29;  enfin,  en  multipliant  la  deuxième  partie  de  38 
par  la  deuxième  partie  de  29,  on  obtient  le  produit  3Xzi.  Par 
suite,  le  produit  38x29  est  la  somme  de  quatre  parties  dont 
les  trois  premières  sont  des  multiples  de  5  et  dont  la  qua- 
trième est  égale  à  3  x  4-  On  a  donc 

38x  29=  un  multiple  de  5  h-  3  X  4- 

Si  l'on  rapproche  ce  premier  résultat  de  la  troisième  égalité, 

i-j  =  un  multiple  de  5  -f  2, 

Un  raisonnement  analogue  conduira  à  la  relation 

38  X  29  X  1 7  =  un  multiple  de  5  h-  3  X  4  X  2, 

et  cette  relation  démontre  le  théorème  proposé. 

De  ce  que  la  différence  entre  le  produit  des  dividendes  et 
celui  des  restes  est  un  multiple  de  5,  il  résulte  (79)  qu'en  di- 
visant respectivement  par  5  le  produit  des  dividendes  et  celui 
des  restes,  on  doit  trouver  des  restes  égaux.  On  peut  donc 
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encore  énoncer  le  lliéorème  considéré  de  la   manière  sui- 
vanie  : 

Le  diviseur  employé  restant  le  même,  le  reste  d'un  produit 
de  plusieurs  fadeurs  est  égal  au  reste  du  produit  des  restes  de 
tous  les  facteurs. 

CARACTÈRES  DE  DIVISIBILITÉ. 

82.  On  a  souvent  besoin  de  savoir  si  un  nombre  est  divi- 
sible par  un  autre,  et,  lorsque  cela  n'a  pas  lieu,  de  connaître 
le  reste  de  la  division  du  premier  par  le  second.  Dans  la  plu- 
part des  cas,  le  moyen  le  plus  simple  de  résoudre  cette  ques- 
tion consiste  à  faire  la  division  des  deux  nombres  en  suivant 
la  règle  ordinaire;  mais  on  peut  éviter  cette  opération  et  arriver 
plus  rapidement  au  résultat  dans  quelques  cas  particuliers 
que  nous  allons  étudier.  La  méthode  dont  on  fait  usage  à  cet 
effet  repose  sur  le  théorème  du  n°79,  en  vertu  duquel  : 

Le  reste  de  la  division  de  deux  nombres  ne  change  pas  quand 
on  supprime  dans  le  dividejide  un  multiple  quelconque  du 
diviseur. 

RESTES  DE  LA  DIVISION  D'UN  NOMBRE  PAR  2  ET  PAR  5,  PAR  4 
ET  PAR  25....  CONDITIONS  DE  DIVISIBILITÉ  PAR  CES  DIVISEURS. 

83.  Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  2  ou  par  5  est  le 
même  que  le  reste  de  la  division  du  chiffre  de  ses  unités  par  2 
ou  par  5. 

Considérons,  par  exemple,  le  nombre  78713;  ce  nombre 
est  égal  à  7871  x  10  h-  3;  or  7871  X  10  est  un  multiple  de  10  : 
donc  ce  nombre  est  un  multiple  de  2  et  de  5,  puisque  10  est 
le  produit  de  2  par  5;  donc  le  reste  de  la  division  de  78713  par 
2  ou  par  5  est  le  même  (79)  que  le  reste  de  la  division  de  3 
par  2  ou  par  5. 

Un  nombre  est  àil pair  ou  impair,  suivant  qu'il  est  ou  non 
divisible  par  2.  D'après  cela,  on  voit  que  : 

Un  nombre  est  pair  ou  impair,  suivant  que  le  chiffre  de  ses 
unités  est  pair  ou  impair.  Zéro  est  considéré  comme  un  chiffre 
pair. 

5  étant  le  seul  chiffre  divisible  par  5,  on  voit  aussi  que  : 

Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  5,  //  faut  et  il  suffit 
que  le  chiffre  de  ses  unités  soit  o  ou  5. 
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On  peut  démontrer  de  la  même  manière  que  : 

Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  4  ou  par  25  est  le 
même  que  le  reste  de  la  division  par  4  ou  par  25  du  nombre 
formé  par  ses  deux  derniers  chiffres  à  droite. 

Considérons,  par  exemple,  le  nombre  78713;  ce  nombre  est 
égal  à  787  X  100  -f-  i3;  or  787  X  100  esl  un  multiple  de  100  ; 
donc  ce  nombre  est  un  multiple  de  4  ei  de  25,  puisque  1 00  esl 
le  produit  de  4  par  25:  donc  le  reste  de  la  division  de  78713 
par  4  ou  par  25  esl  le  même  (79)  que  le  reste  de  la  division 
de  i3  par  4  ou  par  25.  On  voit  aussi  que  : 

Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  4  ou  par  25,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  nombre  formé  par  ses  deux  derniers  chiffres  à 
droite  soit  divisible  par  4  ou  par  2.5. 

On  arrive  de  la  même  manière  à  des  propriétés  analogues 
pour  les  diviseurs  8  et  i25, . .  . . 

RESTES  DE  LA  DIVISION  D'UN  NOMBRE  PAR  9  ET  PAR  3. 
CONDITION  DE  DIVISIBILITÉ  PAR  9  OU  PAR  3. 

84.  En  premier  lieu,  l'unité  suivi-e  d'un  ou  de  plusieurs 
zéros  esl  un  multiple  de  9  augmenté  de  i  ;  car,  si  l'on  effectue 
la  division  par  9  du  nombre  1000.  . .,  il  est  évideni  que  tous 
les  restes  seront  égaux  à  i  : 

1000. . .        9. . . 
10  j   I I I . . . 

10 


Il  suit  de  là  qu'un  nombre  formé  d'un  chiffre  significatif 
suivi  d'un  ou  de  plusieurs  zéros  esl  égal  à  un  multiple  de  9 
augmenté  de  ce  chiffre.  En  effet,  soil  le  nombre  70000.  Comme 
loooo  est  un  multiple  de  9  plus  i,  70000  sera  égal  à  7  fois  un 
multiple  de  9  plus  7  fois  i,  c'esl-à  dire  égal  à  un  multiple  de  9 
plus  7. 

11  esl  maintenant  facile  d'établir  celle  propriété  générale, 
savoir  : 

Tout  nombre  est  égal  à  un  multiple  de  9  augmenté  de  la 
somme  de  ses  chiffres. 
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Prenons  pour  exemple  le  nombre  74852.  Ce  nombre  est  égal 

à  70000  +  4000  -1-  800  -f-  5o  -K  2  ;  or,  d'après  ce  qu'on  vient  de 

voir, 

70000  est  un  multiple  de  9  -i-  7, 

4000  est  un  multiple  de  9  +  4. 
800  est  un  multiple  de  9  +  8, 
5o  est  un  multiple  de  9-1-5; 
donc 

74852  est  un  multiple  de  9-1-7-^4-^-8-1-5 -h  2; 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Comme  3  est  un  diviseur  de  9,  on  peut  dire  aussi  que  : 

Tout  nombre  est  égal  à  un  multiple  de  3  augmenté  de  la 
somme  de  ses  chiffres. 

De  ce  qui  précède  on  conclut  que  : 

1°  Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  parc)  ou  par  3  est  le 
même  que  le  reste  de  la  division  de  la  somme  de  ses  chiffres 
parc)  ou  par  3. 

2"  Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  9  ou  par  3,  il  faut 
et  il  suffît  que  la  somme  de  ses  chiffres  soit  divisible  par  9  ou 
par  3. 

Remarque.  —  Dans  la  pratique,  quand  on  fait  la  somme  des 
chiffres  d'un  nombre  pour  avoir  le  reste  de  la  division  de  ce 
nombre  par  9,  on  supprime  9  chaque  fois  que  cela  est  possible. 
Soit,  par  exemple,  le  nombre  74852,  on  dira  :  7  et  4-  •  •  J  i  ; 
2  et  8.  . .  10;  I  et  5. ..  6  et  2.  ..  8;  8  est  le  reste  de  la  division 
de  74852  par  9. 

RESTE  DE  LA  DIVISION  D'UN  NOMBRE  PAR  11.  CONDITION 
DE  DIVISIBILITÉ  PAR  H. 

80.  En  premier  lieu,  l'unité  suivie  d'un  ou  de  plusieurs 
zéros  est  un  multiple  de  11,  augmenté  de  i  si  le  nombre  des 
zéros  est  pair,  et  diminué  de  i  si  le  nombre  des  zéros  est  im- 
pair. En  effet,  si  l'on  effectue  la  division  par  11  du  nom- 
bre lOOOO. . . , 

lOOOO.  . .    i    I  1 


100 

! 


909- 
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ii  est  évident  que  les  restes  seront  alternativement  i  et  lo; 
le  dernier  de  ces  restes  sera  égal  à  i,  si  le  nombre  des  zéros 
du  dividende  est  pair,  et  égal  à  lo  si  le  nombre  des  zéros  est 
impair.  Dans  le  premier  cas,  le  dividende  est  égal  à  un  mul- 
tiple de  1 1  augmenté  de  i  ;  dans  le  second  cas,  il  est  un  mul- 
tiple de  II  diminué  de  i,  puisque  lo  est  égal  à  ii  moins  i. 

Il  résulte  de  là  que  tout  chiffre  significatif  suivi  d'un  ou  de 
plusieurs  zéros  est  égal  à  un  multiple  de  1 1,  augmenté  ou  dimi- 
nué de  ce  chiffre,  suivant  que  le  nombre  des  zéros  est  pair  ou 
impair.  Considérons,  en  effet,  les  nombres  700  et  7000.  Comme 
100  est  un  multiple  de  1 1  plus  i,  700  sera  égal  à  7  fois  un  mul- 
tiple de  II  plus  7  fois  i,  c'est-à-dire  égal  à  un  multiple  de  11 
plus7.  Pareillement,  1000  étant  égal  à  un  multiple  de  1 1  moins  i, 
7000  sera  égal  à  7  fois  un  multiple  de  11  moins  7  fois  i,  c'est- 
à-dire  égal  à  un  multiple  de  1 1  moins  7. 

On  peut  conclure  de  ce  qui  précède  la  propriété  suivante  : 

Tont  nombre  est  égal  à  un  multiple  de  1 1  augmenté  de  la 
somme  de  ses  chiffres  de  rang  impair  à  partir  de  la  droite  et 
diminué  de  la  somme  de  ses  chiffres  de  rang  pair. 

Soit  le  nombre  74852,  égal  à  70000 -+- 4000  -+■  8co  +50  +  2; 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 

70000  est  un  multiple  de  ii-f-7, 

4000  est  un  multiple  de  1 1  —  4> 

800  est  un  multiple  de  1 1  +  8, 

5o  est  un  multiple  de  n  —  5; 

donc 

74852  est  un  multiple  de  11  -+-7-1-8+2  —  4  —  ^> 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Il  résulte  de  là  que  : 

Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  11  est  le  même  que 
le  reste  de  la  division  pan  i  de  l'excès  de  la  somme  des  chiffres 
de  rang  impair,  à  partir  de  la  droite,  sur  la  somme  des  chiffres 
de  rang  pair. 

11  faut  observer  que,  si  la  somme  des  chiffres  de  rang  impair 
est  inférieure  à  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair,  on  doit  (79) 
augmenter  la  première  somme  ou  diminuer  la  seconde  d'un 
multiple  convenable  de  11,  afin  de  rendre  la  soustraction  pos- 
sible.Supposons,  parexemple, qu'il  s'agissedu  nombre 728192; 
la  somme  des  chiffres  de  rang  impair  est  2  +  i  h-  2  ou  5,  la 

s.  et  de  C.  —  Arithm.  L 
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somme  des  chiffres  de  rang  pair  est  9  -h  8  -f-  7  ou  24.  En  re- 
iranchanl  22  de  celle  dernière  somme,  il  reste  2;  le  resie  de 
la  division  de  728192  par  1 1  csl  donc  5  —  2  ou  3. 

Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  1 1,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  somme  des  chiffres  de  rang  impair  soit  égale  à  la 
somme  des  chiffres  de  rang  pair,  ou  que  la  différence  de  ces 
deux  sommes  soit  divisible  par  1 1 . 

[Foir  la  Noie  1  pour  la  généralisation  des  notions  précé- 
dentes.) 

PREUVES  PAR  9  OU  PAR  11  DE  LA  MULTIPLICATION 
ET  DE  LA  DIVISION. 

86.  Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  9  ou  par  1 1  peut, 
comme  on  vient  de  le  voir,  être  déterminé  irès-rapidemenl. 
On  a  déduit  de  cette  propriété  un  moyen  fort  simple  de  faire 
la  preuve  de  la  multiplication  et  de  la  division. 

Multiplication.  —  Supposons  qu'on  ait  eu  à  multiplier  2096 
par  347  et  qu'on  ait  trouvé  pour  produit  727312  (35). 

D'après  le  théorème  du  n°81,  on  divisera  par  9  le  produit 
obtenu  et  ses  deux  facteurs.  On  trouvera  ainsi  les  restes  4.  8 
61  5.  En  divisant  par  9  le  produit  des  restes  des  deux  facteurs, 
c'est-à-dire  8  x  5  ou  ^o,  on  doit  trouver  de  nouveau  le  reste  4 
donné  par  le  produit  effectué.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  effet,  de 
sorte  que  la  vérification  réussit. 

De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Pour  faire  la  preuve  par  g  de  la  multiplication,  on  fait  le 
produit  des  restes  de  la  division  par  (^  des  facteurs  donnés;  si 
le  résultat  est  égal  au  reste  de  la  division  par  9  du  produit  ob- 
tenu ou  ne  difère  de  ce  reste  que  d'un  multiple  de  9,  oji  a  une 
vérification  du  premier  calcul. 

Division.  —  Supposons  qu'ayant  eu  à  diviser  590549  par  SSg 
on  ait  trouvé  pour  quotient  687  et  pour  reste  416  (61). 

Les  restes  de  la  division  par  9  des  nombres  859  et  687  étant 
4  et  3,  le  produit  859x687  ne  diffèrede4x3que  d'un  multiple 
de  9,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  et  comme  4^6  est  un 
multiple  de  9  plus  2,  les  sommes  859X687  +4'6  et  4x3  +  2 
ne  diffèrent  que  d'un  multiple  de  9.  Or,  si  la  division  pro- 
posée a  été  bien  faite,  590549  est  égal  à  859x687  +  416, 
et,  comme  590549  est  un  multiple  de  9  plus  5,  les  nombres 
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5  el  4  X  3  +  a  ne  peuvent  différer  que  d'un  multiple  de  9;  la 
différence  de   ces   nombres  étant  9,  la  vérification  a  lieu. 

De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Pour  faire  la  preuve  par  9  de  la  division,  on  fait  le  produit 
des  restes  par  9  du  diviseur  et  du  quotient  et  l'on  ajoute  à  ce 
produit  le  reste  par  g  du  reste  trouvé.  Si  le  résultat  est  égal  au 
reste  du  dividende  par  9  ou  ne  digère  de  ce  reste  que  d'un 
multiple  de  9,  on  a  une  vérification  du  premier  calcul. 

87.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  à  l'égard  du  diviseur  g 
s'applique  sans  modification  à  tout  autre  diviseur  et,  en  parti- 
culier, au  diviseur  11.  Ainsi  la  preuve  des  opérations  par  11 
s'effectue  de  la  même  manière  que  la  preuve  par  9.  De  ce  que  la 
preuve  par  9  ou  par  11  d'une  opération  a  réussi,  on  ne  peut 
conclure  avec  certitude  que  le  résultat  obtenu  est  exact;  mais 
on  est  en  droit  d'affirmer  que  l'erreur  commise,  s'il  y  en  a 
une,  est  un  multiple  de  9  ou  de  11.  Donc,  lorsque  les  deux 
preuves  réussissent,  l'erreur,  si  elle  existe,  doit  être  à  la  fois 
un  multiple  de  9  et  un  multiple  de  1 1 . 

Remarquons  que  les  diviseurs  2,  4>  5,  8,  i5,.  .  .  donnent  des 
restes  encore  plus  faciles  à  calculer  que  les  diviseurs  9  et  11. 
Si  on  ne  les  emploie  pas,  c'est  q.ue  la  preuve  par  ces  différents 
nombres  ne  fait  porter  la  vérification  que  sur  le  premier,  les 
deux  premiers  ou  les  trois  premiers  chiffres  à  droite  du  nombre 
proposé,  tandis  que,  dans  la  preuve  par  9  ou  par  11,  tous  les 
chiffres  de  ce  nombre  interviennent. 


ii. 
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CHAPITRE  IL 

THÉORIE  DU  PLUS  GRAND  COMiMUiN  DIVISEUR. 


DÉFINITION. 


88.  Plusieurs  nombres  peuvent  admettre  un  même  diviseur 
qui  est  alors  un  diviseur  commun  à  ces  nombres.  Parmi  tous 
les  diviseurs  communs  à  plusieurs  nombres,  le  plus  grand  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres.  Ainsi  72  et  48 
ont  2,  3,  4,  6,  8,  12,  24  pour  diviseurs  communs,  et  24  est  leur 
plus  grand  commun  diviseur. 

THÉORÈMES  SUR  LESQUELS  REPOSE  LA  RECHERCHE  DU  PLUS 
GRAND  COMMUN  DIVISEUR  DE  DEUX  NOMBRES. 

89.  I.  Si  deux  nombres  sont  divisibles  l'un  par  l'autre,  leur 
plus  grand  commun  diviseur  est  égal  au  plus  petit  d'entre 
eux. 

En  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
ne  peut  surpasser  le  plus  petit  d'entre  eux,  puisqu'il  doit  le 
diviser;  par  conséquent,  si  le  plus  petit  des  nombres  donnés 
divise  le  plus  grand,  comme  il  se  divise  lui-même,  il  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

90.  IL  Si  deux  nombres  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par 
l'autre,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  égal  au  plus 
grand  commun  diviseur  du  plus  petit  d'entre  eux  et  du  reste 
de  leur  division. 

Soient  les  deux  nombres  852  et  192.  En  les  divisant  l'un  par 
l'autre,  on  trouve  pour  quotient  4  et  pour  reste  84;  on  a  donc 

852  =  19?.  x4  +  84. 

Cela  posé,  tout  diviseur  commun  à  852  et  à  192  divise  84, 
reste  de  leur  division  (78);  il  divise  donc  192  et  84.  Récipro- 
quement, tout  diviseur  commun  à  192  et  à  84  divise  192  x  4 
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et,  par  suile,  192x4  +  84  ou  852(77);  il  divise  donc  852 
et  192. 

Les  deux  nombres  852  et  192  ont  donc  les  mênnes  diviseurs 
communs  que  les  deux  nombres  192  el  84.  En  particulier,  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  852  et  192  est  aussi 
celui  des  nombres  192  el  84. 


RECHERCHE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR 
DE  DEUX  NOMBRES. 

91.  Soient  les  deux  nombres  852  el  192.  En  les  divisant  l'un 
par  l'autre,  nous  trouvons  pour  quotient  4  et  pour  reste  84. 
Nous  en  concluons  que  le  plus  grand  commun  diviseur  cber- 
ché  n'est  pas  192  (89),  el  que  ce  plus  grand  commun  diviseur 
est  égal  à  celui  des  nombres  192  et  84  (90). 

Divisons  alors  192  par  84  ;  nous  trouvons  pour  quotient  2  et 
pour  reste  24.  Le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  étant 
égal  à  celui  des  nombres  84  et  24,  divisons  84  par  24;  nous 
trouvons  pour  quotient  3  et  pour  re»te  12.  La  recherche  étant 
ramenée  à  celle  du  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
24  el  12,  divisons  24  par  12;  nous  trouvons  pour  quotient  2  et 
pour  reste  o;  par  suite,  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
mandé est  12. 

On  dispose  habituellement  l'opération  comme  ci-dessous, 
en  plaçant  chaque  quotient  au-dessus  du  diviseur  correspon- 
dant : 


4 

2 

3 

2 

852 

192 

84 

24 

12 

84 

24 

12 

0 

92.  Ce  qui  précède  permet  d'énoncer  la  règle  suivante  : 
Pour  avoir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nom- 
bres, on  divise  le  plus  grand  par  le  plus  petit;  si  le  reste  de 
cette  division  est  nul,  le  plus  petit  nombre  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché.  Dans  le  cas  contraire ,  on  divise  le 
plus  petit  nombre  par  ce  premier  reste,  et  l'on  obtient  ainsi  un 
deuxième  reste;  si  ce  deuxième  reste  est  nul,  le  premier  reste 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  Dans  le  cas  con- 
traire, on  divise  le  premier  reste  par  le  deuxième,  et  l'on  con- 
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tînue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  reste  nul  :  le  reste  qui 
précède  ce  reste  nul  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de- 
viandè. 

93.  En  appliquant  la  règle  précédente,  on  ne  peut  manquer 
d'arriver  à  un  reste  nul;  car,  la  série  des  restes  étant  indéfini- 
ment décroissante,  on  finira,  dans  les  cas  les  plus  défavorables, 
par  obtenir  le  reste  i  qui  divise  tous  les  nombres. 

Lorsque  deux  nombres  ont  ainsi  l'unité  pour  plus  grand 
commun  diviseur,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  n'ont  en  réalité  aucun 
diviseur  commun,  on  dit  qu'ils  sont  premiers  entre  eux, 

THÉORÈMES  RELATIFS  AU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR 
DE  DEUX  NOMBRES. 

9i.  I.  Tout  commun  diviseur  de  deux  nombres  divise  leur 
plus  grand  commun  diviseur. 

Lorsqu'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
nombres,  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  l'avant-dernier 
terme  de  la  série  des  restes  obtenus  dans  l'opération  elle- 
même;  par  conséquent,  tout  ce  qui  s'applique  au  reste  d'une 
division  s'applique  également  au  plus  grand  commun  divi- 
seur. Il  suffit  donc,  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  de 
rappeler  que  tout  diviseur  commun  de  deux  nombres  divise 
le  reste  de  leur  division  (78). 

11  résulte  de  cette  propriété  que,  pour  avoir  tous  les  divi- 
seurs communs  de  deux  nombres,  il  suffit  de  trouver  tous  les 
diviseurs  de  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

95.  IL  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  deux  nombres 
par  un  troisième,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  multi- 
plié ou  divisé  par  ce  troisième  nombre. 

En  effet,  quand  on  multiplie  ou  qu'on  divise  deux  nombres 
par  un  troisième,  le  reste  de  leur  division  est  multiplié  ou 
divisé  par  ce  même  nombre  (68,  78). 

Ce  théorème  permet  de  simplifier  dans  certains  cas  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur.  Si  l'on  reconnaît,  en 
effet,  que  les  nombres  sur  lesquels  on  opère  admettent  un 
certain  diviseur,  on  pourra  les  diviser  l'un  et  l'autre  par  ce 
diviseur,  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quo- 
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tients  obtenus  et  le  mulliplier  ensuite  par  le  diviseur  consi- 
déré. 

96.  III.  Si  l'on  divise  deux  nombres  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  entre 
eux{^'i). 

Celte  proposition  est  une  conséquence  immédiate  du  théo- 
rème précédent;  car,  lorsqu'on  divise  deux  nombres  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur,  on  divise  en  même  temps  ce  plus 
grand  commun  diviseur  par  lui-même,  de  sorte  que  les  quo- 
tients obtenus  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  l'unité. 

La  réciproque  (*  )  est  évidente. 

97.  IV.  Tout  nombre  qui  divise  un  produit  de  deux  facteurs 
et  qui  est  premier  avec  l'un  d'eux  divise  l'autre. 

Soit,  par  exemple,  le  nombre  28  qui  divise  le  produit 
33xi4o  et  qui  est  premier  avec  33;  il  faut  prouver  que  28 
divise  i4o. 

En  effet,  33  et  28  étant  premiers  enu-e  eux,  leur  plus  grand 
commun  diviseur  est  i  (93).  Il  en  résulte  (93)  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  deux  produits  33  X  i4o  et  28  x  i^o 
est  I  X  i4o  ou  i4o.  D'ailleurs,  28  divise  par  hypothèse  le  pre- 
mier produit,  il  divise  le  second  qui  est  un  multiple  de  28; 
par  suite,  28  divise  le  plus  grand  commun  diviseur  i4o  de  ces 
deux  produits  (94). 


SIMPLIFICATION  DANS  LA  RECHERCHE  DU  PLUS  GRAND 
COMMUN  DIVISEUR. 

98.  On  peut  simplifier  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  nombres,  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes. 

Dans  toute  division  non  exacte,  le  dividende  est  compris 
entre  deux  multiples  consécutifs  du  diviseur.  Le  multiple  in- 
férieur représente  le  quotient  pris  par  défaut,  le  multiple 
supérieur  représente  le  quotient  pris  par  excès.  Dans  le  pre- 
mier cas,  le  reste  est  l'excès  du  dividende  sur  le  produit  du 


(*)  Deux  théorèmes  sont  réciproques,  lorsque  la  conclusion  de  l'un  est  l'hy- 
pothèse de  l'autre,  et  inversement. 
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diviseur  par  le  quolieni  :  il  est  additif.  Dans  le  second  cas,  le 
reste  est  l'excès  du  produit  du  diviseur  par  le  quolicnl  sur  le 
dividende  :  il  esi  sous  tract  if.  Le  reste  souslraciif  est  évidem- 
ment l'excès  du  diviseur  sur  le  reste  additif.  Par  suite,  quand 
le  reste  additif  est  plus  grand  que  la  moitié  du  diviseur,  le 
reste  soustractif  est  plus  petit  que  cette  moitié. 

99.  Cela  posé,  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
viseur de  deux  nombres,  on  a  intérêt  à  rendre  chaque  reste 
moindre  que  la  moitié  du  diviseur  correspondant.  Cherchons, 
par  exemple,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
624  et  216. 


'  2 
624  I  216 


9^ 


.18  I  3       ■  9 

192      24  624  !  216  I  24 


G 


24 


La  première  division  donne  pour  quolieni  2  et  pour  reste  192 
qui  surpasse  la  moitié  du  diviseur  216;  si  l'on  prend  alors  le 
quotient  par  excès,  c'esl-à-dire  égal  à  3,  le  reste  devient 
2i6  —  192  ou  i\.  On  a,  dans  ce  cas, 

624  =  216  X  3  —  24, 

et  cette  égalité  prouve  évidemment  (90)  que  les  nombres  624 
et  216  d'une  part,  216  et  24  d'autre  part,  admeilent  le  même 
plus  grand  commun  diviseur. 

On  arrive  par  suite  au  même  plus  grand  commun  diviseur, 
en  divisant  216  par  le  reste  additif  192  ou  par  le  reste  sous- 
tractif 24.  De  plus,  comme  le  reste  addiiif  192  est  ici  plus 
grand  que  la  moitié  du  diviseur  216,  la  division  de  216  par  192 
donne  i  pour  quotient  et  216  —  192  ou  24  pour  reste.  En  d'au- 
tres termes,  la  différence  entre  les  deux  procédés,  c'est  que 
le  reste  soustraciif  sur  lequel  on  opère  immédiatement  dans 
la  seconde  méthode,  n'est  autre  chose  que  le  reste  additif 
fourni  par  la  division  suivante  quand  on  applique  la  pre- 
mière méthode. 

J  chaque  transformation  d'un  reste  additif  plus  grand  que 
la  moitié  du  diviseur  en  reste  soustractif ,  correspond  donc  une 
division  de  moins. 


THÉORIE  DU  PLUS  GRAND  CO.MiMUN  DIVISEUR.  07 

LIMITE  DU  NOMBRE  DES  DIVISIONS  A  EFFECTUER  DANS  LA 
RECHERCHE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  DE  DEUX 
NOMBRES. 

100.  Supposons  qu'on  ail  cherché  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  A  el  B,  en  employant  la  simplificalion 
que  nous  venons  d'indiquer  (99).  Admettons  qu'il  ait  fallu 
71  divisions  pour  arriver  à  ce  plus  grand  commun  diviseur,  el 
désignons  les  restes  successivement  obtenus  par  R,,  R,, 
R3,  . . . ,  R„_i,  0.  L'avant-dernier  reste  R„_i  sera  en  même  temps 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A  el  B. 

Chaque  reste  devant  être  inférieur  à  la  moitié  du  diviseur 
correspondant  (99),  chaque  diviseur  à  son  tour  est  supérieur 
au  double  du  reste  correspondant,  et  l'on  a  les  [n  —  i)  inéga- 
lités 

B>2R„     R,>2R„     R,>2R3,      ...,     R„_,>2R„_.. 

En  les  multipliant  membre  à  men>bre  et  en  supprimant  les 
facteurs  communs  aux  deux  membres  de  l'inégalité  résultante, 
on  trouve 

B>2"-.R„_,. 

Or,  le  plus  grand  commun  diviseur  R„_i  est  au  moins  égal  à 
l'unité  (93)  et,  par  suite,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  si  l'on 
a  eu  n  divisions  à  effectuer,  B  l'emporte  sur  2"-'. 

La  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  exigées  par  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres, 
ne  peut  donc  surpasser  que  d'une  unité  l'exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  2  contenue  dans  le  plus  petit  de  ces 
nombres. 

Et,  en  effet,  si  B,  plus  grand  que  2"-',  est  moindre  que  2", 
le  nombre  des  divisions  effectuées  ne  peut  dépasser /i;  car, 
si  ce  nombre  était  seulement  égal  à  (n-t-i),  on  aurait,  en 
se  reportant  aux  notations  adoptées  el  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 

B>2''.R„,     c'esl-à-dire     B>2". 
(ro/rlaNoielI). 
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RECHERCHE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR 
DE  PLUSIEURS  NOMBRES. 

101.  Supposons  qu'on  demande  de  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  quatre  nombres 

852,     192,     42»     27. 

Tout  commun  diviseur  de  ces  quatre  nombres,  divisant  en 
particulier  852  et  192,  divise  leur  plus  grand  commun  diviseur 
12  (94);  il  est  donc  un  diviseur  commun  des  trois  nombres 

12,     4^,     27. 

Réciproquement,  tout  diviseurcommun  de  ces  trois  nombres 
divise  852  et  192,  qui  sont  des  multiples  du  premier  d'entre 
eux;  donc  il  divise  les  nombres  proposes. 

Ainsi  les  nombres  852,  192,  42,  27  ont  les  mêmes  communs 
diviseurs  que  les  nombres  12,  42,  27;  par  conséquent,  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  uns  est  égal  au  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  autres. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres  12  et  42 
est  6,  et  l'on  voit,  par  le  raisonnement  que  nous  venons  de 
faire,  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  propo- 
sés est  égal  à  celui  des  deux  nombres 

6,     27. 

Ce  dernier  plus  grand  commun  diviseur  est  3  :  c'est  le 
nombre  demandé. 

On  peut  d'après  cela  énoncer  la  règle  suivante  : 

Pour  ai'oir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
nombres,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
premiers;  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  du  nombre 
obtenu  et  du  troisième  des  nombres  proposés;  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  tous  les  nombres  aient  été  employées.  Le 
dernier  plus  grand  commun  diviseur  obtenu  est  celui  des 
nombres  proposés. 

Dans  la  pratique,  il  convient  d'opérer  sur  les  nombres  don- 
nés en  les  rangeant  par  ordre  de  grandeur  croissante;  on  di- 
minue ainsi,  en  général,  la  longueur  des  calculs. 

Lorsque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nom- 
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bres  est  égal  à  l'unilé,  ces  nombres  sont  dits  premiers  entre 
eux  dans  leur  ensemble. 

102.  Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  démontre 
aussi  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Tout  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres  divise  leur 
plus  grand  commun  diviseur. 

2°  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  plusieurs  nombres 
par  un  même  nombre,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est 
multiplié  ou  divisé  par  le  même  nombre. 

3°  Lorsqu'on  divise  plusieurs  nombres  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  entre 
eux  dans  leur  ensemble. 
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CHAPITRE  III. 

THÉORIE  DU  PLUS  PETIT  COMMUN  MULTIPLE. 


DÉFINITION  ET  THÉORÈMES  PRÉLIMINAIRES 

103.  Un  nombre  peut  être  divisible  par  plusieurs  nombres 
donnés.  Il  est  alors  un  commun  multiple  de  ces  nombres.  De 
tous  les  communs  multiples  de  plusieurs  nombres,  le  plus 
petit  est  ce  qu'on  appelle  \eur  plus  petit  commun  multiple. 

105p.  L  Tout  commun  multiple  M  de  plusieurs  nombres  a, 
b,  c,  est  un  multiple  de  leur  plus  petit  commun  multiple  m.  . 

En  effet,  si  M  n'était  pas  un  multiple  de  m,  la  division  de 
M  par  m  donnerait  un  quotient  q  et  un  reste  r,  et  l'on  aurait 

M  =  mq  -+-  r. 

Chacun  des  nombres  a,  b,  c,  divisant  M  et  m,  devrait,  d'après 
cette  égalité  (78),  diviser  r  qui  serait  alors,  contre  l'hypothèse, 
un  multiple  commun  moindre  que  m  des  nombres  a,  b,  c. 

105.  IL  Lorsque  les  quotients  q,  q',  q" ,  obtenus  en  divisant 
un  commun  multiple  M  de  plusieurs  nombres  a,  b,  c,  par  cha- 
cun d'eux,  sont  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble  (101), 
ce  commun  multiple  est  le  plus  petit  commun  multiple  des 
nombres  donnés. 

Les  quotients  q,  q',  q",  ont,  par  hypothèse,  l'unité  pour 
plus  grand  commun  diviseur. 

Or,  si  M  n'est  pas  le  plus  petit  commun  multiple  des  nom- 
bres donnés,  soit  m  ce  plus  petit  commun  niultifile.  Nous  au- 
rons alors,  d'après  le  théorème  précédent  (104)  et  /r  étant  un 
entier  quelconque,  M  =  lim.  Mais  on  a  aussi 

M  =  h  ni  =z  aq^=^  bq'  =-^  cq". 
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Par  suite, 

m  ,       j  m         „  m 

(7  =  /(•  —  5      Q  —  fi  -r^      q'  =z  fi~' 
^  a        ^  0       ^  c 

Les  quotients  — »  -r-»  — '  elanl  entiers,  les  quotients  q,  q  ,  q" , 

admettraient,  contrairement  à  l'énoncé,  un  diviseur  commun 
h  supérieur  à  l'unité.  M  est  donc  nécessairement  le  plus  petit 
commun  multiple  des  nombres  donnés. 

106.  III.  Réciproquement,  lorsqu'on  divise  le  plus  petit 
commun  multiple  m  de  plusieurs  nombres  a,  b,  c,  par  ch  cun 
d'eux,  les  quotients  obtenus  q,  q',  q",  sont  premiers  entre  eux 
dans  leur  ensemble. 

On  a,  en  effet, 

m  z=  aq  =  bq'  =  cq". 

Si  q,  q',  q",  n'étaient  pas  premiers  entre  eux  dans  leur  en- 
semble, ils  admettraient  un  certain  diviseur  commun  k  diffé- 
rent de  l'unité,  et  l'on  aurait  (G9) 

k     k~  /,-  ^  k 

m     .    ^,  .         ,  .      ,  .  .    ,, . 

-Y  1  inférieur  a  m,  serait  donc,  contrairement  a  I  énonce,  un 

commun  multiple  des  nombres  a,  b,  c. 

RECHERCHE  DU  PLUS  PETIT  COMMUN  MULTIPLE 
DE  DEUX  NOMBRES. 

107.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres  A  et 
B  s'obtient  en  divisant  le  produit  AB  de  ces  deux  nombres  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur  D. 

En  effet,  pour  diviser  le  produit  AB  par  D,  on  peut  diviser 

\B 

A  ou  B  par  D  (69).  Le  quotient  -j-  a  donc  pour  expression 

A-o«Bj3. 

B        A   ,  ,  .  AB 

pT  et  yr  étant  des  entiers,  ce  quotient  -7--  est  un  commun 
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multiple  (les  nombres  A  el  B.  D'ailleurs,  si  on  le  divise  suc- 
cessivement par  A  et  par  h,  les  quotients  obtenus  77  et  r- 

sont  premiers  entre  eux  (96).  Par  suite  (105,  -jr-  est  le  plus 
petit  commun  multiple  des  nombres  A  el  B. 

108.  Dans  la  pratique,  on  obtient  le  plus  petit  commun 
multiple  en  multipliant  l'un  des  nombres  donnes  A  par  le 

quotient  —  de  l'autre  nombre  donné  B  par  leur  plus  grand 

commun  diviseur  D. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  nombres  852  et  191,  qui  ont 
11  pour  plus  grand  commun  diviseur.  Leur  plus  petit  com- 
mun multiple  est  égal  à 

852  X  ^  ==  852  X  16  =  i3632. 


109.  Tout  commun  multiple  de  deux  nombres  étant  un 
multiple  de  leur  plus  petit  commun  multiple  (104),  on  forme 
tous  les  communs  multiples  de  deux  nombres  en  multipliant 
leur  plus  petit  commun  multiple  par  la  suite  naturelle  des 
nombres  entiers. 

Quand  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  leur  plus 
petit  conimun  multiple  est  égal  à  leur  produit,  puisque  leur 
plus  grand  commun  diviseur  est  égal  à  l'unité. 

Quand  deux  nombres  sont  exactement  divisibles  l  un  par 
l'autre,  leur  plus  petit  commun  multiple  est  le  plus  grand 
d'entre  eux,  puisque  leur  plus  grand  commun  diviseur  est 
alors  égal  au  plus  petit  d'entre  eux. 


RECHERCHE  DU  PLUS  PETIT  COMMUN  MULTIPLE 
DE  PLUSIEURS  NOMBRES. 

110.  Supposons  qu'on  demande  de   trouver  le  plus  petit 
commun  multiple  des  quatre  nombres 

853,     192,    42»     ^7» 
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et  représentons,  pour  plus  de  simplicité,  par/;/  le  plus  petit 
commun  multiple  des  deux  premiers. 

Tout  commun  multiple  des  quatre  nombres  donnés,  étant 
multiple  de  m  (104),  est  commun  multiple  des  trois  nombres 
m,  42,  27. 

Réciproquement,  tout  commun  multiple  de  ces  trois  nom- 
bres étant  divisible  par  832  et  par  192,  qui  ont  m  pour  plus 
petit  commun  multiple,  est  commun  multiple  des  quatre 
nombres  proposés. 

La  recherche  du  plus  petit  commun  multiple  de  ces  quatre 
nombres  est  donc  ramenée  à  celle  du  plus  petit  commun  mul- 
tiple des  trois  nombres  m,  42,  27. 

En  désignant  par  m'  le  plus  petit  commun  multiple  des 
nombres  m  et  42,  on  démontrera  de  même  que  le  plus  petit 
commun  multiple  cherché  se  confond  avec  celui  des  deux 
nombres  m  et  27. 

On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Pour  trouver  le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs 
nombres,  on  cherche  d'abord  le  plus  petit  commun  multiple 
des  deux  premiers,  puis  le  plus  petit  commun  multiple  du 
nombre  obtenu  et  du  troisième  des  nombres  donnés,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  au  dernier  de  ces  nom- 
bres. Le  dernier  plus  petit  commun  multiple  calculé  est  celui 
des  nombres  proposés. 

Si,  parmi  les  nombres  considérés,  quelques-uns  se  divisent 
mutuellement,  on  doit  commencer  par  supprimer  les  plus 
petits  d'entre  eux  (109). 

111.  On  forme  tous  les  communs  multiples  de  plusieurs 
nombres,  en  multipliant  leur  plus  petit  commun  multiple  par 
la  suite  naturelle  des  nombres  entiers  (104). 

Si  les  nombres  donnés  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
leur  plus  petit  commun  multiple  est  égal  à  leur  produit  (109, 
97). 

Il  en  résulte  (104)  que  tout  nombre  divisible  séparément 
par  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux  deux  à  deux  est  di- 
visible par  leur  produit. 
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CHAPITRE  IV. 

THÉORIE  DES  NOMBRES  PREMIERS. 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

11-2.  Un  nombre  est  dit  premier  lorsqu'il  n'a  d'aulres  divi- 
seurs que  lui-même  el  l'unité. 

Il  est  évident  qu'un  nombre  premier  est  premier  avec  tous 
les  autres  nombres,  sauf  ses  multiples  (93). 

113.  I.  Tout  nombre  qui  n'est  pas  premier  admet  un  divi- 
seur premier. 

En  effet,  soit  N  un  nombre  non  premier.  Puisque  N  n'est  pas 
premier,  il  a  un  diviseur  N'  plus  grand  que  i  et  moindre  que  N. 
Si  N'  est  premier,  le  théorème  est  démontré.  Si  N'  n'est  pas 
premier,  N'  admet,  à  son  tour,  un  diviseur  N"  plus  grand  que  i 
et  moindre  que  N';  et,  comme  N  est  un  multiple  deN',  on  voit 
que  N"  est  un  diviseur  de  N.  Si  N"  est  un  nombre  premier,  le 
théorème  est  donc  démontré;  et,  si  N"  n'est  pas  un  nombre 
premier,  on  ne  peut  manquer,  en  poursuivant  la  même  mar- 
che, d'arriver  à  un  diviseur  premier  de  N.  En  effet,  la  suite  des 
nombres  N',  N",.  . .  se  compose  de  diviseurs  de  N  qui  vont  en 
décroissant,  en  restant  toujours  plus  grands  que  i  :  cette  suite 
est,  par  conséquent,  nécessairement  limitée.  Comme  elle  ne 
se  termine  d'ailleurs  que  lorsqu'on  a  trouvé  un  nombre  pre- 
mier, le  nombre  N  a  un  diviseur  premier. 

II.  Deux  ou  plusieurs  nombres  qui  ne  sont  pas  premiers 
entre  eux  admettent  un  dii'iseur  premier  commun. 

En  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  pro- 
posés, s'il  n'est  pas  premier,  admet  un  diviseur  premier; 
et  ce  diviseur  premier  divise  les  nombres  proposés,  qui  sont 
des  multiples  de  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

i 
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III.  La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée. 

Soit  p  un  nombre  premier;  on  peut  démontrer  qu'il  existe 
un  nombre  premier  plus  grand  que  p.  En  effet,  multiplions 
entre  eux  tous  les  nombres  premiers  1,2,  3,  5,...  jusqu'à  p 
inclusivement,  et  désignons  par  P  le  produit  obtenu.  En  ajou- 
tant I  à  ce  produit,  on  obtient  la  somme  P-4- 1.  Or,  de  deux 
choses  l'une  :  ou  P -4-  i  est  premier,  ou  il  ne  l'est  pas.  Si  le 
premier  cas  a  lieu,  il  est  établi  qu'il  existe  un  nombre  premier 
plus  grand  que  p.  Si  P  +  i  n'est  pas  premier,  il  a  un  diviseur 
premier,  et  ce  diviseur  est  nécessairement  plus  grand  que  p; 
car  tout  nombre  premier  moindre  que  />,  entrant  comme 
facteur  dans  le  produit  P,  divise  P,  et  ne  peut  diviser  P  -1-  i. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'un  nombre  premier  étant 
donné,  il  en  existe  toujours  un  plus  grand;  par  conséquent, 
la  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée. 

FORMATION  D'UNE  TABLE  DE  NOMBRES  PREMIERS. 

IH.  La  méthode  la  plus  simple  pour  former  la  Table  des 
nombres  premiers  compris  entre  i  et  une  limite  L  est  connue 
sous  le  nom  de  crible  d'Ératost/iène.  Yoici  en  quoi  elle  con- 
siste. On  écrit  la  suite 

I,  2,  3,  4.  5,  6,  7,  8,  9,  10,  II,  12,  i3,  i4,  l'î,  16,  17,  18,  19, 
20,  21,  22,  23,  24,  25,  26,  27,  28,  29,  3o,  3i,  32,  33,  34,  35, 

36, 37,  38,  39,  4o,  4i,  42,  43,  44,  45, 46,  47, 48,  49'-  •  •' 

que  l'on  continue  jusqu'à  la  limite  L,  et  l'on  barre  dans  cette 
suite  tous  les  nombres  qui  ne  sont  pas  premiers. 

Les  deux  premiers  nombres  i  et  2  satisfont  à  la  définition 
des  nombres  premiers  et  doivent  être  conservés. 

En  barrant  les  nombres  de  la  suite  de  deux  en  deux,  à  partir 
de  2  exclusivement,  on  supprime  tous  les  multiples  de  2  ex- 
cepté 2.  Le  premier  nombre  conservé  après  2  est  3,  qui  est  un 
nombre  premier. 

On  barre  alors  les  nombres  de  la  suite  de  trois  en  trois,  à 
partir  de  3  exclusivement,  et  l'on  supprime  ainsi  tous  les 
nombres  divisibles  par  3,  excepté  3.  Le  premier  nombre  con- 
servé après  3  étant  5,  5  est  un  nombre  premier,  puisqu'il  n'est 
divisible  par  aucun  des  nombres  premiers  plus  petits  que  lui, 
sauf  l'unité. 

s.  et  do  C.  —  Arithm.  ^ 
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On  continue  de  la  même  manière,  en  barrant  les  nombres 
de  la  suite  de  5  en  5,  à  partir  de  5  exclusivement,  de  façon  à 
supprimer  tous  les  multiples  de  5,  excepté  5;  puis  de  7  en  7, 
à  partir  do  7  exclusivement,  etc. 

Supposons  qu'en  poursuivant  ces  opérations,  dont  la  marche 
est  régulière  et  uniforme,  on  ail  barré  les  termes  de  la  suite 
de  deux  en  deux,  de  trois  en  trois, . . .,  de  p  en  /? ;  la  suite 
2,  3,. . .,  p  sera  celle  des  nombres  premiers  jusqu'à  p.  Si  fj 
estalors  le  premier  nombre  non  barré  après/?,  q  est  le  nombre 
premier  immédiatement  supérieur  à  p.  11  est  facile  de  voir  que 
tous  les  nombres  non  barrés,  inférieurs  au  carré  ç%  sont  des 
nombres  premiers. 

Soit,  en  effet,  un  nombre  non  barré  N  plus  petit  que  q\  Si 
ce  nombre  n'était  pas  premier,  il  admettrait  un  diviseur  pre- 
mier N'  (  113}  supérieur  à  p,  c'est-à-dire  égal  à  ^  ou  plus  grand 
que  q.  Le  quotient  de  N  (qui  est  moindre  que  ç')par  N'  serait 
alors  inférieur  à  ^,  et  N  aurait  un  diviseur  inférieur  à  q,  qui 
serait  premier  ou  admettrait  lui-même  un  diviseur  premier. 
Dans  tous  les  cas,  N  aurait  un  diviseur  premier  inférieur  à  q, 
c'est-à-dire  au  plus  égal  à  /?  :  il  aurait  donc  été  barré  comme 
multiple  de  ce  diviseur  premier. 

Par  conséquent,  si  q^  surpasse  la  limite  L,  tous  les  nombres 
non  premiers  de  i  à  L  se  trouvent  barrés,  et  ceux  qui  restent 
sont  les  nombres  premiers  demandés.  Si,  au  contraire,  q^  est 
inférieur  à  L,  il  faut  continuer  les  opérations,  en  commençant 
par  barrer  les  multiples  de  q,  à  partir  de  q^  inclusivement. 

115.  Un  nombre  est  premier  lorsqu'il  n'est  divisible  par 
aucun  des  nombres  premiers  dont  les  carrés  sont  moindres  que 
lui. 

En  effet,  il  résulte  du  raisonnement  précédent  (114)  que, 
dans  ce  cas,  le  nombre  proposé  ne  peut  non  plus  être  divi- 
sible par  aucun  des  nombres  premiers  dont  les  carrés  le  sur- 
passent. 

Par  conséquent,  un  nombre  N  étant  donné,  pour  reconnaître 
s'il  est  premier  ou  non,  on  n'a  qu'à  le  diviser  successivement 
par  tous  les  nombres  premiers  dont  les  carrés  sont  plus  petits 
que  lui.  Si  aucune  division  ne  se  fait  exactement,  on  en  con- 
clut que  N  est  premier. 

On  est  d'ailleurs  averti  que  le  carré  />'  d'un  nombre  pre- 
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mierp  surpasse  N,  lorsque  le  quotient  de  N  par />  est  inférieur 
à  p. 

116.  On  a  construit  depuis  longtemps,  par  le  procédé  indi- 
qué (114),  des  Tables  de  nombres  premiers.  Celles  de  Burck- 
hardt,  qui  sont  le  plus  répandues,  contiennent  les  nombres 
premiers  de  i  à  3o36ooo  et  les  plus  petits  diviseurs  des  autres 
nombres.  On  voit,  par  l'inspection  de  ces  Tables,  qu'il  y  a 
26  nombres  premiers  de  i  à  100;  qu'il  y  en  a  169  de  i  à  1000  ; 
1280  de  I  à  loooo;  9392  de  i  à  looooo;  78493  de  i  à  loooooo. 

Nous  plaçons  ici  une  Table  des  nombres  premiers  jus- 
qu'à i5oo. 

Table  des  nombres  premiers  inférieurs  à  i5oo. 


I 

89 

223 

359 

5o3 

659 

827 

997 

ii63 

l32I 

2 

97 

227 

367 

509 

60 1 

829 

1009 

1171 

1327 

3 

lOI 

229 

373 

521 

673 

839 

ioi3 

1181 

i36i 

5 

io3 

233 

379 

523 

677 

853 

1019 

1187 

i3G7 

7 

107 

239 

383 

541 

683 

857 

1021 

1193 

1373 

11 

109 

241 

389 

547 

691 

-859 

io3i 

1201 

i38i 

i3 

ii3 

25l 

397 

557 

701 

8G3 

io33 

I2l3 

•399 

'7 

''■>■! 

257 

401 

563 

709 

877 

1089 

1217 

1409 

'9 

i3i 

263 

4-9 

% 

7'9 

881 

10^9 

1223 

1423 

23 

137 

2C9 

4^9 

571 

727 

883 

io5i 

1229 

1427 

29 

.39 

271 

421 

577 

733 

887 

1061 

I23l 

1429 

3i 

149 

277 

43i 

587 

7^9 

9o7 

io63 

1237 

1433 

37 

i5i 

281 

433 

593 

743 

9" 

1069 

I2Î9 

■439 

4> 

157 

283 

439 

599 

75i 

919 

1087 

1259 

»4Î7 

43 

i63 

293 

443 

601 

757 

929 

1091 

1277 

i45i 

47 

167 

307 

449 

607 

761 

937 

1093 

1279 

1453 

53 

173 

3ii 

457 

6i3 

769 

9ii 

'097 

1283 

'1^9 

59 

179 

3i3 

461 

617 

773 

9Î7 

iio3 

1289 

1471 

61 

181 

317 

4G3 

619 

787 

953 

1109 

I29I 

i48r 

67 

'91 

33i 

467 

63 1 

797 

967 

1117 

1297 

ii83 

7ï 

193 

337 

479 

6'fi 

809 

971 

II23 

i3oi 

1^87 

73 

197 

347 

487 

6'f3 

8n 

977 

1129 

i3o3 

'489 

79 

Ï99 

^9 

491 

647 

821 

983 

ii5i 

i3o7 

1493 

83 

211 

353 

499 

653 

823 

991 

n53 

i3i9 

M'99 

THÉORÈMES  RELATIFS  AUX  NOMBRES  PREMIERS. 

117.  I.   Tout  nombre  premier  qui  divise  un  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  divise  au  moins  l'un  d'eux. 

Considérons  d'abord  un  produit  de  deux  facteurs  Sa  x  28,  et 

5. 
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supposons  que  ce  produit  soil  divisible  par  le  nombre  pre- 
mier i3  :  il  faut  que  i3  divise  28  ou  Sa.  En  effet,  si  i3  ne  di- 
vise pas  ?8,  il  est  premier  avec  28  (112)  et,  par  conséquent, 
puisqu'il  divise  le  produit  Sa  X  28,  il  divise  nécessairement  le 
facteur  5i  (97). 

Soil  maintenant  un  produit  de  plusieurs  facteurs 

28x44x36x52, 

et  supposons  que  ce  produit  soit  divisible  par  !e  nombre  pre- 
mier i3  :  il  faut  que  i3  divise  au  moins  l'un  des  facteurs  du 
produit.  En  effet,  ce  produit  peut  être  considéré  comme  ayant 
pour  facteurs  28  et  44  X  36  x  52.  i3  ne  divisant  pas  28  est  pre- 
mier avec  lui  et,  par  suite,  divise  le  facteur  44  X  36x52;  mais 
on  peut  regarder  ce  nombre  comme  composé,  à  son  tour,  des 
facteurs  44  et  36x52,  et,  comme  i3  ne  divise  pas  44»  '^  'J'~ 
vise  36  X  52.  Enfin  i3,  divisant  ce  dernier  produit  sans  diviser 
36,  divise  nécessairement  52. 

118.  Voici  deux  conséquences  immédiates  du  théorème  pré- 
cédent : 

Tout  nombre  premier  qui  divise  une  puissance  d'un  nombre 
divise  ce  nombre. 

Soit  le  nombre  premier  7  qui  divise  14^  Le  nombre  premier  7, 
divisant  le  produit  i4x  i4X  i4>  doit  diviser  l'un  des  facteurs 
de  ce  produit,  c'est-à-dire  i4. 

Si  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  leurs  puissances 
quelconques  sont  premières  entre  elles. 

Soient  les  nombres  8  et  i5  qui  sont  j)remiers  entre  eux.  Si 
leurs  puissances  8*  et  i5*  n'étaient  pas  premières  entre  elles, 
elles  admettraient  un  diviseur  premier  commun  p  (113); 
mais  p  divisants*  diviserait  8  et,  divisant  i5%  diviserait  i5,  de 
sorte  que,  contre  l'hypothèse,  les  nombres  8  et  i5  ne  seraient 
pas  premiers  entre  eux. 

119.  II.  Tout  nombre  premier  avec  les  facteurs  d'un  pro- 
duit est  premier  avec  ce  produit  ;  réciproquement,  tout  nom- 
bre premier  avec  un  produit  est  premier  avec  les  facteurs  de 
ce  produit. 

Soient  le  nombre  N  el  le  produit  P  =  «6ci/.  Si  N  est  premier 
avec  tous  les  facteuis  a,  b,  c,  d,  il  est  premier  avec  P;  car,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  N  el  P  auraient  un  diviseur  premier  cou)- 
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mun/>  qui,  divisant  P,  diviserait  au  moins  l'un  des  facteurs  a, 
b,  c,  ci,  de  sorte  que,  contre  l'hypothèse,  N  ne  serait  plus  pre- 
mier avec  tous  les  facteurs  du  produit. 

Réciproquement,  si  N  est  premier  avec  le  produit  P,  il  est 
premier  avec  tous  les  facteurs  a,  b,  c,  cl;  car,  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  N  et  a,  par  exemple,  auraient  un  diviseur  premier  com- 
mun p  qui,  divisant  a,  diviserait  P  multiple  de  a,  de  sorte  que, 
contre  l'hypothèse,  N  et  P  ne  seraient  plus  premiers  entre  eux. 

120.  m.  Tout  nombre  divisible  par  plusieurs  nonibres  pre- 
miers entre  eux,  deux  à  deux,  est  divisible  par  leur  produit. 

Soit  le  nombre  N  divisible  séparément  par  chacun  des  nom- 
bres a,b,c,  premiers  entre  eux  deux  à  deux.  Désignons  parc 
le  quotient  de  la  division  de  N  par  a,  nous  aurons  (*) 

N  =  aq. 

N  étant  divisible  par  b,  il  en  est  de  même  du  produit  aq  ;  mais  b 
est  premier  avec  a  :  donc  il  divise  q  (97).  Désignons  par  q'  le 
quotient  de  la  division  de  q  par  b,  nous  aurons 

q  =  bq'     et,  par  suite,     N=ra6(/'. 

N  étant  divisible  par  c,  il  en  est  de  même  du  produit  abq'; 
mais  c  étant  pn  micr  avec  les  facteurs  a  et  b  est  premier  avec 
le  produit  «6  (119)  et,  par  suite,  divisant  ab  y  q',  il  divise  q'. 
Désignons  par  cf  le  quotient  de  la  division  de  q'  par  c,  nous 
aurons 

q'  =  cq"     et,  par  suite,     N  =  abccj", 

cequi  démontre  le  théorème  énoncé,  établi  autrem  en  tau  n°  111. 

121.  En  rapprochant  ce  théorème  des  résultats  obtenus  aux 
n"'  83  etsuivants,  on  peut  étendre  les  caractères  de  divisibilité. 
Par  exemple,  les  nombres  5  et  9  étant  premiers  entre  eux,  pour 
qu'un  nombre  soit  divisible  par  leur  produit  45,  il  faut  et  il 

uffit  qu'il  soit  divisible  séparément  par  5  et  par  9,  c'est-à-dire 
qu'il  soit  terminé  par  un  o  ou  par  un  5  et  que  !a  somme  de  ses 
chiffres  soit  divisible  [)ar  9. 

(*)  Quand  deux  ou  plusieurs  nombres  sont  représentés  ])ar  des  lettres,  on 
indique  leur  produit  en  écriviint  ces  lettres  les  unes  à  la  suite  des  auUes  et  en 
omettant  le  signe  X- 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES 
PREMIERS. 


DÉCOMPOSITION  D'UN  NOMBRE  EN  FACTEURS  PREMIERS. 

122.  I.  Tout  nombre  qui  n  'est  pas  premier  est  un  produit  de 
nombres  premiers. 

En  effet,  soii  N  un  nombre  non  premier.  Ce  nombre  a  alors 

un  diviseur  premier  rt  (113)  et,  en  désignant  par  N'  le  quotient 

de  N  par  a, 

N  =  «N'. 

Si  N'  est  premier,  le  théorème  est  démontré.  Dans  le  cas 
contraire.  N'a  un  diviseur  premier  6  et,  en  appelant  N"  le  quo- 
tient de  N'  par  b,  on  a 

N'  =  6N",     c'est-à-dire    N  =  ab  .\" . 

Si  N"  est  premier,  le  théorème  est  démonf.  é.  Dans  le  cas  con- 
traire, on  continue  à  suivre  la  même  marche  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  trouvé  un  nombre  premier  dans  la  série  des  quotients  N', 
N",....  C'est  ce  qui  ne  peut  manquer  d'arriver;  car,  les  quo- 
tients successifs  allant  constamment  en  diminuant,  leur 
nombre  est  nécessairement  limité. 

123.  D'après  le  théorème  précédent,  tout  nombre  non  pre- 
mier N  peut  être  mis  sous  la  forme 

N  =  abc.  .  ./, 

a,b,  c,. . .,  l  étant  des  nombres  premiers  égaux  ou  inégaux. 
On  dit  alors  que  le  nombre  N  est  décomposé  en  facteurs  pre- 
miers; par  conséquent,  décomposer  un  nombre  en  fadeurs 
premiers,  c'est  trouver  les  facteurs  premiers  dont  il  est  le 
produit. 
Quand  un  facteur  premier  se  trouve  répété  plusieurs  fois 
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dans  Je  nombre  donné,  on  l'indique  à  l'aide  de  la  notation  de 
l'exposant  (71).  Par  exemple,  si  N  est  le  produit  de  trois  fac- 
teurs égaux  à  7,  de  deux  facteurs  égaux  à  11  et  d'un  seul  fac- 
teur égal  à  i3,  on  écrira 

N=  73X  ii'X  i3. 

On  dit  alors  que  le  nombre  N  contient  les  facteurs  pre- 
miers 7,  II,  i3,  avec  des  exposants  respectivement  égaux 
à  3,  2,  1 . 

124.  II.  Uji  nombre  n'est  décomposahle  que  d'une  seule 
manière  en  facteurs  premiers. 

En  effet,  deux  produits  de  facteurs  premiers  ne  peuvent  re- 
présenter la  valeur  d'un  même  nombre  qu'à  la  condition 
d'être  identiques.  Admettons,  par  exemple,  que  le  nombre  N 
soit  représenté  à  la  fois  par  le  produit  des  nombres  pre- 
miers a,  b,  c,  d  et  par  celui  des  nombres  premiers  a' ,  b',  c' ,  d' . 

On  aura  alors 

abcd=ia'  b'  c'  d' . 

rt,  divisant  le  premier  produit,  devra  di-viser  aussi  le  second; 
mais  a,  étant  un  nombre  premier,  ne  peut  diviser  le  second 
produit  qu'en  divisant  au  moins  l'un  des  facteurs  de  ce  pro- 
duit (117).  D'ailleurs,  tous  les  facteurs  du  second  produit  sont 
des  nombres  premiers,  et  a  ne  peut  diviser  l'un  d'eux  que  s'il 
lui  est  égal.  On  prouvera  de  même  que  les  autres  facteurs  b,c,d 
du  premier  produit  se  retrouvent  parmi  les  facteurs  du  se- 
cond, et  réciproquement.  La  démonstration  ne  supposant 
pas  que  les  facteurs  a,  b,  c,  d  soient  tous  inégaux,  on  voit 
en  outre  que,  si  un  facteur  premier  est  répété  un  certain 
nombre  de  fois  dans  le  premier  produit,  il  est  répété  le  même 
nombre  de  fois  dans  le  second  produit.  Ainsi  les  deux  produits 
de  nombres  premiers  qui  représentent  le  même  nombre  N 
sont  identiques  quant  aux  facteurs  qui  les  composent  et  quant 
aux  exposants  de  ces  facteurs. 

Ce  théorème  étant  établi,  tout  procédé  de  décomposition 
conduira  au  but,  puisqu'il  n'y  a  qu'une  seule  manière  d'effec- 
tuer cette  décomposition. 

125.  Prenons  pour  exemple  le  nombre  16776. 

Ce  nombre  est  divisible  par  2  (  83  ).  En  effectuant  la  division, 
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on  trouve  pour  quotient  8388:  on  a  donc 

16776=2x8-388, 

et  l'on  est  ramené  à  décomposer  8388  en  facteurs  premiers. 
Ce  nombre  est  aussi  divisible  par  ?.,  et  l'on  a 

8388  =  2X4191. 
Par  conséquent, 

16776=  2X  2X  4'94> 

et  l'on  est  ramené  à  décomposer  4194  en  facteurs  premiers. 
Ce  nombre  est  encore  divisible  par  2,  et  l'on  a 

4194=2X2097, 

c'est-à-dire 

16776  =  2  X  2  X  2  X  2097, 

et  l'on  est  ramené  à  décomposer  2097  en  fadeurs  premiers. 
Ce  nombre  n'est  plus  divisible  par  2,  mais  il  est  divisible 
par  3  (84  ),  et  l'on  a 

2097  =  3  X  699, 

c'est-à-dire 

16776  =  2X2X2X3X  699, 

et  l'on  est  ramené  à  décomposer  699  en  facteurs  premiers.  Ce 
nombre  est  encore  divisible  par  3,  et  l'on  a 

699  =  3  X  233, 

c'est-à-dire 

16776  =  2X2X2X3x3X233, 

et  l'on  est  ramené  à  décomposer  233  en  facteurs  premiers. 
Mais  233,  qui  n'est  plus  divisible  par  3,  ne  l'est  pas  non  plus  par 
lesnombres  premiers  5,  7,  1 1,  i3,  dont  les  carrés  lui  sont  infé- 
rieurs; d'ailleurs, le  nombre  premiersuivant  17  a  pour  carré  289 
qui  surpasse  233.  Par  conséquent,  233  est  un  nombre  premier 
(115)  el  la  décomposition  est  terminée;  on  a  donc  finalement 

16776=2^X3^X233. 
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On  dispose  habiluellemeni  l'opéralion  de  la  manière  sui- 
vante : 

16776 


8388 

2 

4194 

2 

2097 

3 

699 

3 

233 

233 

I  I 

La  règle  pratique  est  évidente. 

126.  Lorsque  le  nombre  qu'on  veut  décomposer  en  facteurs 
premiers  est  le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  con- 
nus, on  simplifie  l'opération  en  décomposant  chacun  de  ces 
nombres  et  en  réunissant  ensuite  les  résultats  obtenus. 

Soit,  par  exemple,  le  nombre  26200  qui  est  le  produit  des 
nombres  262  et  100.  On  a 

252  =  2'X  3=X  7, 
100  =  2'^  X  5-,    _ 

el,  par  conséquent, 

26200  =r  2^  X  32  X  52  X  7. 

127.  IIL  Lorsqu'un  nombre  est  une  puissance  d'un  autre 
nombre,  les  exposants  de  ses  facteurs  premiers  sont  divisibles 
par  le  degré  de  la  puissance;  réciproquement,  si  les  exposants 
des  facteurs  premiers  d'un  nombre  admettent  un  même  divi- 
seur, ce  nombre  est  une  puissance  de  degré  égal  à  ce  diviseur. 

Soient 

N  =  N'^     et     N'=  2^x3^X233; 

on  aura  (74,  75) 

N  =  (2'X  3^X  233)^=23x«X  3^x^X  233*. 

Réciproquement,  si  l'on  a 

N  =  2'X''  X  3'x*  X  233», 

on  aura  aussi 


en  posant 


N  =  N'S 
N'  =  2^X3^X233. 
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RECHERCHE  DES  DIVISEURS  D'UN  NOMBRE. 

128.  I.  Pour  que  deux  nombres  soient  divisibles  l'un  par 
l'autre,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  des  facteurs  premiers  du 
diviseur  se  trouve  dans  le  dividende  avec  un  exposant  au  moins 
égal  à  celui  qu'il  a  dans  le  diviseur. 

En  premier  lieu,  celle  condition  est  nécessaire;  car,  si  le 
dividende  esl  divisible  par  le  diviseur,  il  est  égal  au  produit 
du  diviseur  par  le  quolieni;  par  conséqueni,  il  se  compose  de 
lous  les  facteurs  premiers  du  diviseur  ei,  en  outre,  de  ceux 
du  quotient. 

En  second  lieu,  celle  condilion  esl  suffisante;  car,  si  elle 
esl  remplie,  on  pourra  décomposer  le  dividende  en  deux  par- 
lies,  dont  l'une  sera  le  produit  des  facteurs  premiers  qui  com- 
posent le  diviseur,  et  dont  l'autre,  produit  des  facteurs  pre- 
miers restants,  représentera  le  quotient  (54). 

11  résulte  de  ce  ihéorèmeque,  pour  former  tous  les  diviseurs 
d'un  nombre,  il  suffit  de  le  décomposer  en  facteurs  premiers, 
puis  de  combiner  entre  eux  ces  fadeurs  de  toutes  les  manières 
possibles. 

129.  Proposons-nous  d'obtenir  tous  les  diviseurs  du  nombre 
16776.  Nous  avons  trouvé  (125) 

16776  =:?,'X  3^X233. 

Il  est  alors  évident  que  tout  diviseur  de  16776,  y  compris 
l'unité  et  le  nombre  donné  lui-même,  peut  être  considéré 
comme  le  produit  de  trois  facteurs  qui  sont  :  le  premier,  l'un 
des  nombres  i,  2,  q},  2';  le  deuxième,  l'un  des  nombres  i,  3, 
3';  le  troisième,  l'un  des  nombres  i,  233.  Par  conséqueni,  on 
aura  lous  les  diviseurs  de  16776  en  formant  le  tableau  sui- 
vant : 

1 ,         2,     2  ,     2  , 

I,         3,     3% 
I,     233, 

el  en  prenant  lous  les  produits  qu'on  obtient  en  multipliant 
chaque  nombre  de  la  première  ligne  par  chaque  nombre  de  la 
deuxième,  puis  les  différents  résultats  trouvés  par  chaque 
nçmbre  de  la  troisième  ligne. 
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En  miillipliant  d'abord  les  nombres  de  ia  première  ligne  par 
ceux  de  la  deuxième,  on  forme  ce  second  tableau  : 

I,  2,  4'  ^' 

3,       6,     12,     24, 
9,     18,     36,     72; 

puis,  en  mullipliani  les  nombres  qu'il  coniieni  par  ceux  de  la 
troisième  ligne  du  premier  tableau,  on  obtient  ce  troisième 
tableau  : 


I, 

2. 

4' 

8, 

3, 

6, 

12, 

■H, 

9' 

18, 

36, 

72, 

233, 

466, 

932, 

1864, 

^99' 

1398, 

2796. 

5592, 

2097, 

4194» 

8388, 

16776, 

qui  renferme  tous  les  diviseurs  de  1677Ô. 
La  règle  pratique  est  évidente. 

130.  II.  Le  nombre  des  diviseurs  d'un  nombre  est  égal  au 
produit  des  exposants  de  ses  facteurs  premiers,  chaque  expo- 
sant étant  préalablement  augmenté  d'une  unité. 

Reporlons-nous  à  l'exemple  précédent.  Pour  avoir  les  divi- 
seurs du  nombre  16776,  on  forme  le  tableau 

1,         3,     3% 
I,     233, 

et  l'on  multiplie  chaque  nombre  de  la  première  ligne  par 
chaque  nombre  de  la  deuxième,  puis  les  résultats  obtenus  par 
chaque  nombre  de  la  troisième. 

Or,  les  exposants  des  facteurs  premiers  du  nombre  donné 
étant  3,  2,  I,  la  première  ligne  renferme  (3  +  i)  nombres,  la 
deuxième  en  renferme  2-1-1,  et  la  troisième  i  -f- 1.  En  multi- 
pliant les  nombres  de  la  première  ligne  par  ceux  de  la  seconde, 
on  aura  donc  (3 -i- i)  x  (2 -h  i)  produits;  et,  en  multipliant 
ces  premiers  résultats  par  les  nombres  de  la  troisième  ligne, 
on  aura  (3-i-i)x(2-Hi)X(i  +  i)  produits. 

Le  nombre  des  diviseurs  de  16776  est  donc 

(Sh-  i)x(2-i-i)x  (i  +  i); 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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131.  Le  nombre  des  diviseurs  d'un  nombre  est  impair  on 
pair,  suivant  que  ce  nombre   est   ou  n'est  pas  un  carré. 

En  effet,  lorsqu'un  nombre  est  un  carré,  les  exposants  de 
ses  facteurs  premiers  sont  tous  pairs  (127),  et  le  nombre  de 
ses  diviseurs  est  impair  comme  produit  de  nombres  impairs. 
Si,  au  contraire,  le  nombre  donné  n'est  pas  un  carré,  l'un  de 
ses  facteurs  premiers  au  moins  a  un  exposant  impair,  et  le 
nombre  de  ses  diviseurs  devient  pair  comme  produit  d'un 
nombre  pair  par  un  nombre  quelconque. 

COMPOSITION  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ET  DU  PLUS 
PETIT  COMMUN  MULTIPLE  DE  DEUX  OU  PLUSIEURS  NOMBRES. 

132.  I.  Si  deux  ou  plusieurs  nombres  sont  décomposés  en 
facteurs  premiers ,  on  obtient  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur en  faisant  le  produit  des  facteurs  premiers  communs  à 
ces  nombres  pris  chacun  avec  son  plus  petit  exposant. 

En  effet,  considérons  deux  ou  plusieurs  nombres  et  suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  ces  nombres  n'aient  que  les 
seuls  facteurs  premiers.  3,  5,  7,  communs.  Supposons,  en 
outre,  que  le  facteur  3  se  trouve  dans  l'un  des  nombres  avec 
l'exposant  2,  et  dans  les  autres  nombres  avec  des  exposants 
égaux  ou  supérieurs  à  2;  que  le  facteur  5  se  trouve  dans  l'un 
des  nombres  avec  l'exposant  4.  el  dans  les  autres  nombres 
avec  des  exposants  égaux  ou  supérieurs  à  4;  enfin  que  le  fac- 
teur 7  se  trouve  dans  l'un  des  nombres  avec  l'exposant  i,  et 
dans  les  autres  avec  des  exposants  égaux  ou  supérieurs  à  i. 

Cela  posé,  un  diviseur  commun  des  nombres  proposés  ne 
peut  contenir  d'autres  facteurs  premiers  que  3,  5,  7,  et  il  ne 
peut  les  contenir  qu'avec  des  exposants  au  plus  égaux  à  2, 
4,  I,  respectivement;  il  est  donc  <^/m  plus  égal  à  3^  X  5' x  7. 
D'ailleurs,  3' X  5' X  7  divise  effectivement  chacun  des  nom- 
bres proposés  (128);  ce  produit  est  donc  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

133.  II.  Si  deux  ou  plusieurs  nombres  sont  décomposés  en 
facteurs  premiers,  on  obtient  leur  plus  petit  commun  multiple 
en  faisant  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  (  communs 
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ou  non  communs)  contenus  dans  ces  nombres,  chacun  de  ces 
facteurs  étant  pris  avec  son  plus  grand  exposant. 

En  effet,  considérons  deux  ou  plusieurs  nombres  et  sup- 
jiosons,  pour  fixer  les  idées,  que  tous  les  facteurs  premiers 
différents  contenus  dans  ces  nombres  soient  3,  5,  7.  Suppo- 
sons, en  outre,  que  le  facteur  3  se  trouve  dans  l'un  des  nom- 
bres avec  l'exposant  2,  et  avec  des  exposants  égaux  ou  inférieurs 
à  2  dans  ceux  des  autres  nombres  qui  le  contiennent;  que  le 
facteur  5  se  trouve  dans  l'un  des  nombres  avec  l'exposant  4> 
et  avec  des  exposants  égaux  ou  inférieurs  à  4  dans  ceux  des 
autres  nombres  qui  le  contiennent;  enfin,  que  le  facteur  7  se 
trouve  avec  l'exposant  i  seulement  dans  ceux  des  nombres 
qui  le  contiennent. 

Cela  posé,  un  commun  multiple  des  nombres  proposés  doit 
nécessairement  contenir  les  facteurs  premiers  3,  5,  7,  avec  des 
exposants  au  moins  égaux  à  2,  4,  i,  respectivement;  il  est 
donc  au  moins  égal  à  3' X  5' X  7.  D'ailleurs,  3^  X  5'  X  7  est 
effectivement  divisible  par  chacun  des  nombres  proposés 
(128);  ce  produit  est  donc  leur  plus  petit  commun  multiple. 

134.  Des  deux  théorèmes  précédents,  on  déduit  immédiate- 
ment que  le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres  est 
égal  au  produit  de  ces  nombres  divisé  par  leur  plus  grand  com 
mun  diviseur,  théorème  que  nous  avons  établi  par  d'autres 
considérations  au  n°  107, 
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NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

135.  Nous  avons  vu  (2,  3)  qu'on  nomme  grandeur  loin  ce 
qui  est  susceptible  d'augmentation  ou  de  diminution,  et  itnilé 
une  grandeur  arbitraire,  mais  bien  connue,  servant  à  mesurer 
les  grandeurs  de  même  espèce  qu'elle. 

Si  une  grandeur  contient  exactement  une  seconde  grandeur 
de  même  espèce,  2,  3, . . .  fois,  on  dit  que  la  première  gran- 
deur est  un  multiple  de  la  deuxième.  Réciproquement,  la  se- 
conde grandeur  est  un  sous-multiple  ou  une  partie  aliquote  de 
la  première. 

Mesurer  une  grandeur,  c'est  chercher  combien  celte  gran- 
deur renferme  d'unités  et  de  parties  aliquoles  de  l'unité.  Nous 
ne  considérerons  pour  le  moment  que  les  deux  cas  les  plus 
simples  de  la  mesure  des  grandeurs,  savoir  :  le  cas  où  la  gran- 
deur qu'on  veut  mesurer  est  un  multiple  de  l'unité,  et  celui 
où  elle  est  un  multiple  d'une  certaine  partie  aliquote  de 
l'unité. 

1°  La  grandeur  que  l'on  veut  mesurer  est  un  multiple  de 
l'unité.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'une  longueur 
contenant  exactement  4  fois  l'unité  adoptée.  Alors  le  nombre  4 
exprimera  la  mesure  de  la  longueur;  en  d'autres  termes,  la 
longueur  sera  représentée  par  le  nombre  4- 

2°  La  grandeur  que  l'on  veut  mesurer  est  un  multiple  d'une 


8o  LlVRlî  1!I    -  CHAPITRE  I. 

certaine  partie  aliquote  de  l'unité.  Considérons,  comme  pré- 
cédemment, une  longueur,  cl  supposons,  pnr  exemple,  que, 
l'unilé  étant  pariogée  en  7  parties  égales,  la  longueur  con- 
tienne exactement  5  de  ces  parties.  Alors  on  dit  que  la  lon- 
gueur contient  une  fraction  de  l'unité  égale  à  5  septièmes,  ou 
qu'elle  est  mesurée  par  la  fraction  5  septièmes.  Soit  encore 
un  intervalle  de  temps,  et  supposons  que,  l'unité  de  temps 
étant  partagée  en  12  parties  égales,  l'intervalle  considéré  con- 
tienne 35  de  ces  parties.  Alors  l'intervalle  de  temps  sera  me- 
suré par  \a  fraction  35  douzièmes. 

Dans  tous  les  cas,  le  résultat  de  la  mesure  d'une  grandeur     ] 
est  appelé  un  nombre. 

Quand  une  grandeur  est  un  multiple  de  l'unité,  le  nombre 
qui  la  mesure  est  dit  un  nombre  entier  ou  un  entier.  Ce  sont     j 
les  nombres  entiers  que  nous  avons  étudiés  jusqu'ici  exclusi- 
vement. 

Quand  une  grandeur  est  multiple  d'une  certaine  partie  ali- 
quote de  l'unité,  le  nombre  qui  la  mesure  est  dit  un  nombre 
fractionnaire  ou  une  fraction. 

Lorsque  les  grandeurs  sont  ainsi  évaluées  en  nombres,  elles 
portent  le  nom  de  quantités. 

Les  Mathématiques,  dont  l'Arithmétique  constitue  la  pre- 
mière partie,  sont  la  science  des  grandeurs. 

DES  FRACTIONS  EN  GÉNÉRAL. 

13G.  D'après  ce  qui  précède,  on  forme  une  fraction  en  par- 
tageant l'unité  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales  el 
en  prenant  une  ou  plusieurs  de  ces  parties.  Le  nombre  des 
parties  égales  dans  lesquelles  l'unité  est  ainsi  partagée  est  le 
dénominateur  de  la  fraction,  et  le  nombre  qui  exprime  com- 
bien on  a  pris  de  ces  parties  est  le  numérateur.  Le  numé- 
rateur el  le  dénominateur  sont  aussi  appelés  les  termes  de  la 
fraction. 

Pour  écrire  une  fraction,  on  écrit  le  dénominateur  au-dessous 

du  numérateur,  en  les  séparant  par  un  trait  horizontal.  Ainsi 

5 

-représente  la  fraction  qui  a  5  pour  numérateur  et  7  pour 

dénominateur. 

Pour  énoncer  une  fraction,  on  énonce  d'abord  le  numéra- 
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leur,  puis  le  dénominateur,  en  faisant  suivre  ce  dernier  de  la 

terminaison  ième.  Ainsi  -  s'énonce  cinq  septièmes.  II  y  a  pour- 

j 
tant  une  exception  à  faire  à  l'égard  des  fractions  qui  ont  pour 
dénominateur  2,  3  ou  4-  Lorsque  l'unité  se  trouve  partagée 
en  2,  3,  4  parties  égales,  ces  parties  sont  appelées  demies, 

tiers,  quarts;  ainsi  les  fractions  -•>  -^t  -  s'énoncent  un  demi , 

deux  tiers,  cinq  quarts. 

Une  fraction  est  évidemment  inférieure,  supérieure  ou  égale 
à  l'unité,  suivant  que  son  numérateur  est  inférieur,  supérieur 
ou  égala  son  dénominateur. 

137.  Lorsque  la  fraction  proposée  est  plus  grande  que  l'unité, 

on  a  souvent  besoin  à' extraire  l'entier  contenu  dans  la  fraction. 

33 
Soit,  par  exemple,  la  fraction  — ;  comme  l'unité  est  formée 

de  7  septièmes,  nous  avons  à  chercher  combien  de  fois  33  sep- 
tièmes contiennent  7  septièmes,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  combien  de  fois  33  contient  7.  En  divisant  33  par  7, 
on  trouve  le  quotient  4  et  le  reste  5  ;  donc  33  septièmes  con- 
tiennent 4  f'^is  7  septièmes  ou  4  unités,  et,  en  outre,  5  sep- 
tièmes. On  a  donc 

33       ,       5 

7  7 

Ainsi  :  Pour  extraire  l'entier  contenu  dans  une  fraction,  il 
suffit  de  dii'iser  le  numérateur  par  le  dénominateur;  en  ajou- 
tant au  quotient  obtenu  la  fraction  qui  a  pour  numérateur  le 
reste  de  la  division  et  pour  dénominateur  celui  de  la  fraction 
proposée,  on  reproduit  la  valeur  de  celle-ci. 

Réciproquement,  quand  on  a  un  entier  joint  à  une  fraction, 
on  peut  avoir  besoin  de  réduire  l'entier  en  fraction.  Considé- 

5 
rons,  par  exemple,  la  somme  4  ^ — '•>  chaque  unité  valant7sep- 

5 
tièmes,  4  vaut  4x7  septièmes.  Donc  il  y  a,  dans  4  +  -^  un 

7 
nombre  de  septièmes  égal  à  4  X  7  -+-  5  ou  égal  à  33;  donc 

1~  7  * 

s.  et  Je  C.  —  Arithm.  G 


82  LIVRE  m.  -  CHAPITRE  I. 

Ainsi  :  Pour  nieitre  sous  fo  une  de  fraction  un  entier  joint  à 
une  fraction  donnée  y  il  suffit  d'ajouter  au  numérateur  de  la 
fraction  donnée  le  produit  de  son  dénominateur  par  l'entier. 

138.  La  règle  pour  l'extraciion  de  l'enlier  contenu  dans  une 
fraction  conduit  à  celte  conséquence  importante:  Pour  qu'une 
fraction  puisse  être  réduite  à  un  nombre  entier,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  numérateur  de  la  fraction  soit  divisible  par  le 
dénominateur.  Par  exemple,  en  appliquant  la  règle  dont  il 

28 
s'agit  à  la  fraction  — >  on  trouve  que  cette  fraction  est  égale  au 

quotient  4  des  nombres  28  et  7. 

Réciproquement,  tout  nombre  entier  peut  être  considéré 

comme  une  fraction  ayant  pour  dénominateur  un  nombre  pris 

à  volonté.  Comme  l'unité  est  égale  à  7  septièmes,  4  est  égal  à 

,  ..  ,       >  j.      «  4x7        ,28 

4X7  septièmes,  c  est-a-dire  a ■-  ou  a  — •  1 

Pour  réduire  un  entier  en  fraction  de  dénominateur  donné, 
il  suffit  donc  de  prendre  pour  numérateur  de  la  fraction  le 
produit  de  l'entier  par  le  dénominateur  imposé.  I 

139.  I.  Si  l'on  rend  le  numérateur  d'une  fraction  un  certain 
nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  la  fraction  est  rendue 
le  même  nombre  de  fois  plus  grande  ou  plus  petite. 

5 
Soit,  par  exemple,  la  fraction  -;  en  multipliant  son  numé- 

5x3 
rateur  par  3,  on  obtient  la  fraction ;  cette  nouvelle  frac- 

7 
tion  est  3  fois  plus  grande  que  la  première.  En  effet,  les  deux 
fractions  dont  il  s'agit  sont  l'une  et  l'autre  composées  de  sep- 
tièmes; la  première  fraction  en  contient  5,  la  seconde  en  con- 
tient 5x3,  c'est-à-dire  3  fois  plus  que  la  première.  Donc  la 
seconde  fraction  est  3  fois  plus  grande  que  la  première. 

5 
Ainsi  l'on  rend  la  fraction  -  trois  fois  plus  grande  en  multi- 
pliant son  numérateur  par  3,  et  inversement  on  rend  la  fraclion 

5x3 

trois  fois  plus  petite  en  divisant  son  numérateur  par  3. 

140.  II.  Si  l'on  rend  le  dénominateur  d'une  fraction  un 
certain  nombre  de  fois  plus  grand  ou  plus  peiity  la  fraction  est 
rendue  le  même  nombre  défais  plus  petite  ou  plus  grande. 
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5 
Soit,  par  exemple,  la  fraclion  -•,  en  mulliplianlson  dénomi- 

7 

5 

naleur  par  3,  on  obtient  la  fraclion ^r;  cette  nouvelle  frac- 

*  7X3' 

lion  est  3  fois  plus  petite  que  la  première.  En  effet,  pour 
partager  l'unité  en  7  X  3  parties  égales,  il  suffit  de  la  divi- 
ser d'abord  en  7  parties  égales,  puis  de  diviser  ensuite  cha- 

cune  de  ces  7  parties  en  trois  parties  égales;  il  s  ensuit  que  - 

contient  3  fois ttI  en  d'autres  termes, ~  esl  3  fois  plus 

7X3'  7X3  *^ 

I  5  5 

pelil  que  -  :  donc  aussi 77  esl  3  fois  moindre  que  -• 

^       ^      7  7X3  7 

5 
Ainsi  l'on  rend  la  fraction  -  trois  fois  plus  petite  en  multi- 
pliant son  dénominaleur  par  3,  el  inversemenl  on  rend  la 
5 

fraclion r  trois  fois  plus  grande  en  divisant  son  dénomi- 

7X3  f       o 

naleur  par  3. 

141.  III.  Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on 
multiplie  ou  lorsqu'on  divise  ses  deux  termes  par  un  même 

nombre. 

5 
Soit,  par  exemple,  la  fraction-;  en  mulliplianlson  numéra- 
ux 3 

leur  par  3,  on  oblienl  la  fraclion qui  esl  3  fois  plus  grande 

que  -•,  en  multipliant  le  dénominaleur  de  celte  deuxième  frac- 

5x3 
lion  par  3,  on  forme  la  nouvelle  fraclion ^j  qui  est  3  fois 

7  y^  ^ 

.    ,             5x3  .  .  ,     ,     . 5 

moindre  que ^  et  qui,  par  suite,  est  égale  a  -• 

5 
Donc  la  fraclion  -  ne  change  pas  quand  on  multiplie  ses  deux 

5x3 
termes  par  3;  et  inversemenl  la  fraction ^  ne  change  pas 

quand  on  divise  ses  deux  termes  par  3. 


6. 
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RÉDUCTION  D'UNE  FRACTION  A  SA  PLUS  SIMPLE  EXPRESSIO: 

142.  Une  fraction  est  dite  irréductible  lorsqu'elle  n'est  égaie 
à  aucune  fraction  dont  les  deux  termes  soient  respectivement 
moindre  que  les  siens. 

Réduire  une  fraction  à  sa  plus  simple  expression,  c'est  trou- 
ver la  fraction  irréductible  qui  lui  est  égale. 

143.  Si  une  fraction  dont  les  deux  ternies  sont  premiers 
entre  eux  est  égale  à  une  autre  fraction,  les  deux  termes  de 
celle-ci  sont  des  équimultiples  des  deux  termes  de  la  pre- 
mière. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fraction  ^>  dont  les  deux 

termes  sont  premiers  entre  eux,  soit  égale  à  une  autre  fraction 
ayant  pour  numérateur  un  certain  nombre  N,  et  pour  dénomi- 
nateur un  autre  nombre  D.  Si  l'on  multiplie  par  D  les  numé- 

N 
rateurs  des  deux  fractions  égales^  et-r-s  on  obtiendra  deux 

O  \J 

nouvelles  fractions  — j- —  et  ^— ^ — -,  qui  seront  aussi  égales 

NxD 
entre  elles.  Or  le  numérateur  de  la  fraction  — i^ —  est  divisible 

parle  dénominateur;  celle  fraction  se  réduira  donc  au  nombre 
entier  N  (138),  et  l'on  aura 

7XD 


N  =  ' 


» 


T  X  D 
La  fraction  -^— - —  se  réduisant  ainsi  à  un  nombre  entier,  le 
o 

numérateur  7  x  D  est  divisible  par  le  dénominateur  8(138); 
mais  8  est  premier  avec  7  :  donc  il  divise  D  (97).  Supposons 
que  le  quotient  de  D  par  8  soit  q,  on  aura 

D  =  8x^ 

et 

. .      7x8x7 

N=^ ^ ^=7X7, 

puisque  le  quotient  de  7  X  8  x  g  par  8  est  7  x  q. 

On  voit  donc  que  N  et  I)  sont  les  produits  respectifs  de  7 
et  de  8  par  un  même  nombre  entier  q,  ce  que  l'on  exprime 
en  disant  que  N  et  D  sont  des  équimultiples  de  7  et  de  8. 
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144.  II  résulte  de  là  que  : 

Une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre  eux 
est  irréductible. 

Car,  d'après  ce  qui  précède,  loule  fraction  égale  à  une  frac- 
tion dont  les  deux  termes  sont  premiers  entre  eux  a  des  termes 
respectivement  plus  grands  que  ceux  de  cette  fraction. 

Réciproquement,  les  deux  termes  d'une  fraction  irréductible 
sont  premiers  entre  eux. 

Car,  si  les  deux  termes  d'une  fraction  ne  sont  pas  premiers 
entre  eux,  en  les  divisant  l'un  et  l'autre  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  on  n'altère  pas  la  valeur  de  la  fraction  (141  ), 
et  celle-ci  se  trouve  ainsi  réduite  à  une  expression  plus 
simple. 

On  voit  donc  que  :  Pour  réduire  une  fraction  à  sa  plus 
simple  expression,  il  suffit  de  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  ses  deux  termes,  et  de  les  diviser  l'un  et  l'autre  par 
ce  plus  grand  commun  diviseur. 

Car,  en  opérant  ainsi,  on  forme  une  fraction  égale  à  la  pro- 
posée (141  ),  et  qui  est  irréductible,  puisque  ses  deux  termes 
sont  premiers  entre  eux  (96). 

7  5  2 

Exemple.  —  Soit  la  fraction  ^ — ••>  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  252  et  de  Sgô  est  36;  en  divisant  iSy.  et  SgG  par  36, 
on  trouve  les  quotients  7  et  1 1  :  la  fraction  proposée  est  donc 


égale  à 


1 1 


145.  Quelquefois,  dans  la  pratique,  on  réduit  une  fraction  à 
sa  plus  simple  expression  en  supprimant  successivement,  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  les  facteurs  communs  que 
l'on  aperçoit;  et  quand,  après  celte  suppression,  les  deux 
termes  sont  premiers  entre  eux,  la  fraction  se  trouve  réduite 
à  sa  plus  simple  expression.  Soit,  par  exemple,  la  fraction 

252 

Y-7-i  en  supprimant  le  facteur  2  commun  à  ses  deux  termes, 

1 26 
elle  devient — ^'  Les  deux  termes  de  celle-ci  sont  encore  di- 
19b 

visibles  par  2,  et,  en  supprimant  ce  facteur,  on  obtient  —  • 

99 
Enfin  les  deux  termes  de  cette  dernière  fraction  sont  divisi- 
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bles  par  9,  et  en  effeciuani  la  division  on  trouve  —  •  Comme  7 

el  II  sont  premiers  entre  eux,  la  fraction  proposée  se  trouve 
réduite  à  sa  plus  simple  expression. 

14G.  Quand  on  réduit  à  sa  plus  simple  expression  une  frac- 
lion  dont  le  numérateur  est  un  multiple  du  dénominateur,  1*' 
dénominateur  se  trouve  réduit  à  l'unité,  et  il  est  inutile  d 

o  / 

récrire.  Par  exemple,  la  fraction  —  se  réduit  à  -ou  simplement 

à  4  (138).  On  peut  donc  regarder  un  nombre  entier  comme  une 
fraction  dont  le  dénominateur  est  i,  et  l'on  y  sera  naturelle- 
ment conduit  dans  le  Chapitre  suivant  par  des  considérations 
nouvelles. 

147.  Pour  former  toutes  les  fractions  égales  à  une  fraction 
irréductible  donnée,  il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes 
de  cette  fraction  par  la  suite  naturelle  des  nombres. 

Deux  fractions  irréductibles  égales  sont  identiques  (14-3> 


RÉDUCTION  DE  PLUSIEURS  FRACTIONS  AU  MÊME 
DÉNOMINATEUR. 

148.  Réduire  des  fractions  au  même  dénominateur,  c'est 
trouver  d'autres  fractions  qui  soient  respectivement  égales 
aux  premières  et  qui  aient  un  même  dénominateur. 

i''  Pour  réduire  deux  fractions  au  même  dénominateur,  il 
suffît  de  multiplier  les  deux  termes  de  chacune  d'elles  par  le 
dénominateur  de  l'autre. 

En  effet,  les  nouvelles  fractions  que  l'on  forme  en  opérant 
ainsi  sont  respectivement  égales  aux  premières,  et  elles  ont 
l'une  et  l'autre  pour  dénominateur  le  produit  des  dénomina- 
teurs de  celles-ci. 

En  appliquant  celte  règle  aux  deux  fractions 

5  3 

-     el    -Tî 

7  4 


on  obtient 


5X4       .     3X7 

7     et    -, 

7x4  4x7 


I 
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ou,  en  effectuant  les  multiplications. 


20  21 


2"  Pour  râduire  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  fractions 
au  même  dénominateur,  il  suffît  de  multiplier  les  deux  termes 
de  chacune  d'elles  par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes 
les  autres. 

En  effet,  les  nouvelles  fractions  que  l'on  forme  ainsi  sont 
respectivement  égales  aux  premières,  et  elles  ont  chacune  pour 
dénominateur  le  produit  des  dénominateurs  de  celle-ci. 

En  appliquant  cette  règle  aux  trois  fractions 


on  obtient 


5       3       i3 
7 


~'      7'      ~7' 

4      14 


5x4x  14       3X7X  14        i3X7  X4 
7X4X14'     4x7X14'      14X7X4' 

ou,  en  effectuant  les  multiplications, 

280       294       364 
392       392       392 

149.  Pour  comparer  des  fractions  entre  elles,  il  suffit  de  les 

réduire  au  même  dénominateur.  Veut-on,  par  exemple,  savoir 

333       335 
quelle  est  la  plus  grande  des  deux  fractions  — 77  et  — ^  ;  en  ré- 

^  °  lOD  Il3 

duisani  ces  fractions  au  même  dénominateur,  on  les  trans- 

.  37620       37630    ^         .     ,        .        ,j.  , 

forme  en  — ^ — -^  et  — — r-  On  voit  alors  immédiatement  que  la 
11978       11978 

première  fraction  est  plus  petite  que  la  seconde. 

RÉDUCTION  DE  PLUSIEURS  FRACTIONS  AU  PLUS  PETIT 
DÉNOMINATEUR  COMMUN. 

150.  En  appliquant  la  règle  que  nous  venons  d'exposer,  les 
fractions  sur  lesquelles  on  opère  ne  se  trouvent  pas,  en  général, 
réduites  au  dénominateur  commun  le  plus  simple.  Nous  allons 
indiquer  ici  un  procédé  pour  réduire  plusieurs  fractions  au 
plus  petit  dénominateur  commun. 

Supposons  que  les  fractions  données  aient  été  réduites  à  leur 
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plus  simple  expression;  toute  fraction  égale  à  l'une  d'elles 
s'obtiendra  (143)  en  multipliant  les  deux  termes  de  celle-ci  par 
un  même  nombre  entier  :  donc  tout  dénominateur  commun 
auquel  on  puisse  réduire  les  fractions  proposées  est  un  mul- 
tiple commun  de  leurs  dénominateurs.  En  outre,  tout  multiple 
commun  de  ces  dénominateurs  deviendra  dénominateur  com- 
mun des  fractions  proposées  si  l'on  multiplie  les  deux  termes 
de  chacune  de  ces  fractions  par  le  nombre  de  fois  que  son  dé- 
nominateur est  contenu  dans  le  multiple  commun. 

On  conclut  de  là  la  règle  suivante  : 

Pour  réduire  des  fractions  au  plus  petit  dénominateur 
commun,  on  commence  par  réduire  chacune  d'elles  à  sa  plus 
simple  expression.  Les  fractions  proposées  étant  ainsi  réduites, 
on  cherche  le  plus  petit  commun  multiple  de  leurs  dénomina- 
teurs et  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  chacune  d'elles  par 
le  nombre  de  fois  que  son  dénominateur  est  contenu  dans  le 
plus  petit  multiple  commun. 

Exemple  T.  —  Soient  les  fractions  irréductibles 

2  3        5         7 

3  4       '2       24 

Le  dénominateur  -2^  de  la  dernière  fraction  est  divisible  par 
chacun  des  autres  dénominateurs  ;  c'est  donc  le  plus  petit  mul- 
tiple commun  de  tous  les  dénominateurs  (108).  En  divisant  24 
par  ces  dénominateurs,  on  trouve  pour  quotients 

8,     6,     2,   i; 

ce  sont  les  nombres  par  lesquels  il  faut  respectivement  mul- 
tiplier les  deux  termes  des  fractions  proposées.  En  faisant  le 
calcul,  on  trouve 

16       18         10        7 
24       24        24       24 

Exemple  II.  —  Soient  les  fractions  irréductibles 

ii3       317        229 
260       540       648 

Pour  avoir  le  plus  petit  multiple  commun  des  trois  dénomi- 
nateurs, nous  décomposerons  chacun  d'eux  en  facteurs  pre- 
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miers;  nous  aurons  ainsi 

36o  =  2^  X  3=  X  5, 
540  =  2'  X  33  X  5, 
648  =  2'  X  3'. 

Le  plus  pelll  commun  multiple  de  ces  nombres  est 
2'X3<X5,     ou     3240. 

En  le  divisant  par  chacun  d'eux  (69,  70),  on  trouve  pour 
quotients 

3%     2X3,     5, 

c'est-à-dire 

9,     6,     5. 

Ces  nombres  sont  ceux  par  lesquels  il  faut  respectivement 
multiplier  les  deux  termes  des  fractions  proposées.  En  faisant 
le  calcul,  on  trouve 

ICI 7       1902       1145 
324c       3240       3240- 

THÉORÈMES  SUR  LES  FRACTIONS. 

loi.  I.  Lorsque  plusieurs  fractions  sont  égales,  la  fraction 
obtenue  en  les  ajoutant  terme  à  terme  est  égale  à  chacune  des 
fractions  proposées. 

En  effet,  les  fractions  proposées,  étant  égales,  conduiront 
toutes,  quand  on  les  réduira  à  leur  plus  simple  expression,  à 
la  même  fraction  irréductible  (li7).  Les  termes  des  fractions 
données  étant  respectivement  des  équimultiples  des  termes 
de  cette  fraction  irréductible  (14-3),  la  fraction  obtenue  en  les 
ajoutant  terme  à  terme  remplira  encore  la  même  condition, 
c'est-à-dire  qu'elle  sera  égale  à  cette  fraction  irréductible  et, 
par  suite,  à  chacune  des  fractions  proposées. 

On  démontre,  par  un  raisonnement  analogue,  qw'en  retran- 
chant terme  à  terme  deux  fractions  égales,  on  obtient  une 
fraction  égale  à  chacune  d'elles. 

152.  IL  Lorsqu'on  ajoute  terme  à  terme  deux  fractions  iné- 
gales, la  fraction  obtenue  reste  comprise  entre  les  deux  frac~ 
tions  proposées. 
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^  .         .        •  ...        3ii^        3^11 

Soient  les  deux  fractions  7^  el — •  On  a  y<C  —  '•  par  conse- 

4     7  4      : 

quant,  si  l'on  réduit  ses  deux  fractions  au  même  dénomina- 
teur (148),  le  numérateur  de  la  première  sera  moindre  que 
celui  de  la  seconde,  et  l'on  aura 

3X7  <iiX4- 

r,    ,  ,  ,,  ..33-t-II 

Cela  pose,  pour  comparer  les  deux  fractions -r  et 


4      4  +  7 

réduisons-les  au  même  dénominateur.  Le  numérateur  de  la 
première  sera  3  X  (4  +  7)>  le  numérateur  de  la  seconde  sera 
(3  H-  II)  X  4-  En  supprimant  la  partie  commune  (3  x4)  et  en 
se  reportant  à  l'inégalité  précédente,  on  voit  que  c'est  la  pre- 
mière fraction  qui  a  le  plus  petit  numérateur.  On  a  donc 

3       3+11 


4^4  +  7 

En    comparant  de  la  même    manière    les  deux  fractions 

-)-  1 1       II 

et — 5  on  trouve 


4  +  7         7 

3  +  1 1       II 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  en  conclut  immédiatement  que,  lorsqu'on  ajoute  terme  à 

terme  un  nombre  quelconque  de  fractions  inégales,  la  fraction 

obtenue  reste  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande 

des  fractions  proposées. 

00 

Soient  les  fractions  inégales-^?  -•>  — •,  rangées  par  ordre  de 

4    9     7 

grandeur  croissante.  D'après  ce  qui  précède,  la  fraction  -. 


,      .       .        3     8       ,     ,       .        3    3  4-8 
csi  comprise  entre  les  fractions  -rei-?  et  les  fractions -r?  -, ? 

4     9  4  4+9 

-j  —  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante.  Si  l'on 
9     7 

ajoute  terme  à  terme   les  fractions et  — -,  la  fraction 

00  4+9        7 

3-f-84-ii        ^  .  ^         ,       . 

-7 reste  comprise  entre  ces  deux  fractions  cl,  par 

4  +  9  +  7 

suite,  entre  les  deux  fractions  extrêmes  -j  et  —  • 

4       7 
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153.  En  ropprochanl  les  11°'  151  ei  152,  on  voit  qu'une  frac- 
tion dont  les  deux  termes  changent  à  la  fois  ne  peut  conser- 
ver la  même  valeur  qu'autant  que  ces  mêmes  termes  varient 
de  quantités  formant  une  fraction  égale  à  la  proposée.  Le 
ihéorème  du  n°  141  n'est  qu'un  cas  particulier  de  cette  pro- 
position fondamentale. 

154.  m.  Lorsqu'on  ajoute  une  même  quantité  aux  deux 
termes  d'une  fraction,  cette  fraction  augmente  ou  diminue 
suivant  qu'elle  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  l'unité;  dans 
les  deux  cas,  elle  se  rapproche  de  l'unité, 

5 
Soit  la  fraction  -  <1 1  •  Ajoutons  à  ses  deux  termes  une  quan- 

.   '  ,  ^     n        •       ^  -^  rn     r^ 

me  quelconque  m,  nous  aurons  la  fraction Un  peut 

'  '  7  -i-  /??  ' 

regarder  cette  fraction  comme  ayant  été  obtenue  en  ajoutant 

,       -       .        5       m  ^      .       .       5  -\~  m 

terme  a  terme  les  fractions-  et  — =1.  La  fraction > 

')       m  7  —  w 

toujours  plus  petite  que  i,  est  donc  plus  grande  que  la  frac- 

lion^(152). 

1 

Soit  la  fraction  -p  ]>  1.  Ajoutons  à  ses  deux  termes  la  même 

quantité  m.  La  fraction  résultante  j pourra  être  regardée 

comme   ayant   été   obtenue  en   ajoutant   terme  à  terme   les 

fractions -p  et —  =  I .  La  fraction  ^^ ■>  toujours  plus  grande 

5      m  5  -\-  m  ■^  '         ^ 

que  I,  est  donc  plus  petite  que  la  fraction  ~  (152). 

Réciproquement,  lorsqu'on  retranche  une  même  quantité 
aux  deux  termes  d'une  fraction,  cette  fraction  diminue  ou 
augmente  suivant  quelle  est  plus  petite  ou  plus  grande  que 
l'unité  ;  dans  les  deux  cas,  elle  s'éloigne  de  l'unité. 
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CHAPITRE  IL 

OPERATIONS  SUR  LES  FRACTIONS. 


ADDITION. 


loo.  L'addition,  en  général,  est  une  opération  qui  a  pour 
but  de  réunir  en  un  seul  nombre  toutes  les  unités  ou  parties 
d'unités  contenues  dans  plusieurs  nombres  donnés. 

Dans  tous  les  cas,  le  résultai  de  l'opéralion  est  appelé  somme 
ou  total, 

156.  Addition  de  plusieurs  fractions. —  Supposons  en  premier 

3         T  II 

lieu  qu'on  ail  à  faire  l'addiilon  des  trois  fractions  — :7)  -^  et  — ^» 
^  i3    li       li 

qui  ont  le  même  dénominateur.  La  somme  cherchée  se  com- 
pose de  tous  les  treizièmes  contenus  dans  les  fractions  don- 
nées :  elle  en  renferme  donc  3  -h  7  h-  1 1,  et,  par  conséquent, 

3  H-  7  -+-  II        21  8  , 

celte  somme  est h^ ou  -^  ou  i  H — ^  »  en  extrayant  i  en- 

i3  i3  10 

21   ^ 
lier  contenu  dans  -^'  On  voit  que  : 
li 

Pour  additionner  des  fractions  de  même  dénominateur,  il 
faut  ajouter  leurs  numérateurs  et  donner  à  la  somme  trouvée 
le  dénominateur  commun. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'on  ait  à  faire  l'addition  des 

3     '^     2  * 

trois  fractions  ■=>  — ?  ^75  dont  les  dénominateurs  sont  inégaux. 
5    10    3 

En  réduisant  ces  fractions  au  plus  petit  dénominateur  commun, 

18    21      20    ,  , 

qui  est  3o,  on  les  transforme  en^r-?  ^-cItt-;  la  somme  de- 
^  3o    3o      00 

18  H-  21  -H  20        5q  2q 

mandée  est  donc •  ou  ;r^  ou  i  4-  ^5  en  extrayant 

c,o  00  00 

5q 
l'entier  contenu  dans  ^'  Il  suit  de  là  que  : 
3o 
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Pour  additionner  des  fractions  de  dénominateurs  différents, 
il  faut  réduire  ces  fractions  au  même  dénominateur  et  opérer 
ensuite  comme  on  l'a  indiqué  plus  haut. 

1 57.  Addition  de  plusieurs  nombres  composés  d'une  partie  entière 

3  n 

ET  d'une  fraction.  —  Soienl  les  trois  nombres  4  -+-  F'  ^  H et 

o  3  ^  ti  2o 

8  +  -•  La  somme  des  fractions  est  -pH-  —  -f-  tt  ou  i  -f-  ^r-;  la 
o  5       10       o  00 

somme  des  entiers  est  4  +  3  +  8  ou  i5;  par  conséquent  la 

somme  cherchée  est  i5  +  i  -f-  tt^  ou  16  H-  ^r-*  On  voit  que  : 

60  3o 

Pour  additionner  des  nombres  composés  d'une  partie  entière 

et  d'une  fraction,  il  faut  faire  l'addition  des  fractions,  puis 

celle  des  entiers  et  réunir  ensuite  les  deux  sommes. 


SOUSTRACTION. 

158.  La  soustraction,  en  général,  est  une  opération  qui  a 
pour  but  de  retrancher  d'un  nombre  donné  toutes  les  unités 
et  parties  d'unité  contenues  dans  un  second  nombre  donné. 

Dans  tous  les  cas,  le  résultat  de  l'opération  est  appelé  reste, 
excès  ou  différence. 

Ainsi  que  nous  en  avons  déjà  fait  la  remarque  à  l'occasion 
des  nombres  entiers,  si  l'on  ajoute  le  reste  de  la  soustraction 
avec  le  plus  petit  des  nombres  donnés,  on  reproduit  le  plus 
grand.  C'est  pourquoi  l'on  peut  dire  aussi  que  : 

La  soustraction  a  pour  but,  étant  données  une  somme  de 
deux  parties  et  l'une  de  ces  parties,  de  trouver  l'autre  partie. 

159.  Soustraction  de  deux  fractions.  —  Supposons  d'abord 

8         ^ 
qu'on  ait  à  faire  la  soustraction  des  fractions-^  et  -_-  qui  ont 

i3       i3  ^ 

le  même  dénominateur.  Il  faut,  d'après  la  définition,  retran- 
cher 3  treizièmes  de  8  treizièmes;  après  l'opération,  il  en 

8  —  3        5 
restera  8—3;  donc  la  différence  demandée  est — ^r- ou— rr- 

i3  i3 

On  voit  que  : 

Pour  faire  la  soustraction  de  deux  fractions  qui  ont  même 
dénominateur,  il  faut  faire  la  soustraction  des  numérateurs  et 
donnera  la  différence  trouvée  le  dénominateur  commun. 
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Supposons,  en  second  lieu,  qu'on  ail  à  faire  la  soustraction 

(les  fractions —  et-r  qui  ont  des  dénominateurs  différents, 
lo      4 

En  réduisant  ces  fractions  au  plus  petit  dénominateur  com- 

22  1 5 

iilun  qui  est  20,  on  les  transforme  en  —  et — ;  la  différence 
'  20      20 

2'^  —  1 5  n 

demandée  est  donc  — ^ — —  ou  — •  On  voit  que  : 
20  20 

Pour  faire  la  soustraction  de  deux  fractions  qui  ont  des  dé- 
nominateurs différents,  il  faut  les  réduire  au  même  dénomi- 
nateur et  opérer  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut. 

160.  Soustraction  de  deux  nombres  composés  d'une  partie  entière 

3 
et  d'une  fraction.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  de  soustraire  5  H-  -7 

de  Q  H On  retranche  5  de  q,  ce  qui  donne  4>  puis  -7  de  — ? 

-^       10  j        ^  ^   *        4       10 

n  n 

ce  qui  donne -^;  la  différence  cherchée  est  4  +  -^-  On  voit 
*  20  20 

que  : 

Pour  faire  la  soustraction  de  deux  nombres  composés  d'une 
partie  entière  et  d'une  fraction,  il  faut  faire  séparément  la 
soustraction  des  entiers  et  celle  des  fractions ,  puis  réunir  les 
deux  différences. 

11  pourrait  arriver  que  la  fraction  du  nombre  à  soustraire 
fût  plus  grande  que  la  fraction  de  l'autre  nombre,  auquel  eas 
la  règle  que  nous  venons  d'indiquer  ne  semble  pas  s'appli- 
quer; mais  on  lève  aisément  celte  difficulté  en  réduisant  en 
fraction  l'une  des  unités  du  plus  grand  des  nombres  donnés. 

3 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  faille  soustraire  5 -t- -  de 

4 
5  Q  5 

q  H ,  ou  5  H-  —  de  q  H On  réduira  en  douzièmes  l'une 

^       12  12       ^       12 

des  9  unités  du  plus  grand  nombre,  et  la  question  sera  ramenée 

-         q    ,     o        17  •  j  o         ^ 

a  soustraire  5  +  -^  de  o  H — -,  ce  qui  donne  pour  reste  o  -i 

12  12         '  '  12 

ou  3  +  ^  en  simplimant  la  fraction. 
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MULTIPLICATION. 

161.  Multiplier  un  nombre  quelconque  par  un  entier,  cest 
faire  la  somme  d'autant  de  nombres  égaux  à  ce  nombre  qu'il 
Y  a  d'unités  dans  l entier. 

Multiplier  un  nombre  quelconque  par  une  fraction,  c'est  par- 
tager ce  nombre  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  dénominateur  de  la  fraction  et  prendre  autant  de  ces 
parties  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  numérateur. 

5 

Par  exemple,   multiplier  -  par  4,  c'est  faire   la  somme  de 

5  5  ">.  5 

4  nombres  égaux  à  -•  Multiplier  -  par  '-•>  c'est  partager  - 

7  1  -^  7 

en  3  parties  égales  et  prendrez  de  ces  parties;  en  d'autres  ler- 

5  5 

mes,  c'est  prendre  2  fois  le  tiers  de  -  ou  les  deux  tiers  de  — 

7  7 

Dans  tous  les  cas,  le  nombre  qu'on  multiplie  se  nomme 
multiplicande,  le  nombre  par  lequel  on  multiplie  se  nomme 
multiplicateur  et  le  résultat  de  l'opération  est  appelé  produit. 
Il  résulte  des  définitions  précédentes  que  le  produit  est  su- 
périeur, égal  ou  inférieur  au  multiplicande,  suivant  que  le 
multiplicateur  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  à  l'unité. 

162.  Multiplication  d'une  fraction  par  un  entier.  —  Suppo- 

5 
sons  qu'on  ait  à  multiplier  -  par  4;  le  produit  demandé  est  la 

5                             ,  5  I  5  I  5  I  5 
somme  de  4  nombres  égaux  à  -5  il  est  donc  égal  à 

5x4 
ou  à -'  Ce  résultat  est  aussi  une  conséquence  du  n"  139. 

7 
Donc  ; 

Pour  multiplier  une  fraction  par  un  entier,  il  faut  multi- 
plier le  numérateur  de  la  fraction  par  l'entier. 

163.  Multiplication  d'un  entier  par  une  fraction.  —  Suppo- 

5 
sons  qu'on  ait  à  multiplier  4  par  -;  il  s'agit  de  prendre  5  fois  le 

septième  de  4.  Or  le  septième  de  l'unité  étant  la  fraction  -5  le 

septième  de  4  unités  vaudra  4  fois  -  ou  -;  il  reste  à  prendre 

7        7 
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5  fois  ce  résultat  pour  avoir  le  produit  cherché;  ce  produit  est 

donc  -  X  5  ou  - — ^ —  (  162  ).  Donc  : 
7  _  7  _ 

Pour  multiplier  un  entier  par  une  fraction,  il  faut  multi- 
plier l'entier  par  le  numérateur  de  la  fraction  et  donner  au 
produit  pour  dénoni  nateur  Celui  de  la  fraction. 

164.  Multiplication  de  deux  fractions.  —  Supposons  qu'on 

5        4 
ait  à  multiplier  -  par  -•  II  s'agit  de  prendre  4  fois  le  neuvième 

7        9 

5  5 

de  —  Or  le  neuvième  de  -  est  une  fraction  9  fois  plus  petite  que 

7  7 

Z  et  on  peut  l'obtenir  en  multipliant  par  9  le  dénominateur  de 

5  5 

-  (140),  ce  qui  donne 11  faut  maintenant  prendre  4  fois 

7^        ^        ^  7X9  ^ 

cette  fraction  ;  ce  qu'on  fera  (162)  en  multipliant  son  numé- 

5  X  i 
rateur  par  4;  le  produit  cherché  est  donc On  voit  que: 

Pour  multiplier  deux  fractions,  il  faut  les  multiplier  terme 
à  terme. 

165.  Il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que,  pour  avoir 
le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  fractions,  il  suffît  de 
multiplier  ces  fractions  terme  à  terme. 

On  voit  que  le  produit  est  indépendant  de  l'ordre  des  fac- 
teurs; car,  quel  que  soit  cet  ordre,  le  produit  a  pour  numéra- 
teur le  produit  des  numérateurs  des  facteurs  et  pour  dénomi- 
nateur le  produit  de  leurs  dénominateurs. 

Cette  remarque  s'applique  aussi  au  cas  où,  parmi  les  facteurs 
fractionnaires,  se  trouvent  des  facteurs  entiers  (146). 

166.  Multiplication  de   deux  nombres   composés  d'une  partie 

entière  et  d'une  fraction.  —  Soit  à  multipler  4  H —  par  8  -h  -; 

7  9 

en  réduisant  les  entiers  en  fractions,  les  nombres  proposés 

.     .  3i       -76     ,  ,   .  ,        3i  X  76       2356 

deviennent  —  et  -^;  leur  produit  est  donc —  ou    ,.„ 

7        9  7X9  ^3 

25 

ou,  en  extrayant  l'entier,  37  -f-  rrrr*  On  voit  que  : 

Pour  multiplier  deux  nombres  composés  d'une  partie  entière 
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et  d'une  fraction ,  il  faut  réduire  les  entiers  en  fractions  et 
multiplier  entre  elles  les  deux  fractions  ainsi  obtenues. 

DIVISION. 

167.  La  division,  en  général,  est  une  opération  qui  a  pour 
but,  étant  donnés  un  produit  de  deux  facteurs  et  l'un  de  ces 
facteurs,  de  trouver  l'autre  facteur. 

Le  produit  donné  se  nomme  dividende,  le  facteur  donné  se 
nomme  diviseur  et  le  facteur  cherché  est  appelé  quotient. 

On  indique,  dans  tous  les  cas,  le  quotient  d'une  division  en 
écrivant  le  dividende,  puis  le  diviseur,  et  en  plaçant  entre  eux 
le  signe  :,  dont  nous  avons  déjà  parlé  au  n°  52. 

ICS.  Division  des  nombres  entiers.  —  Il  importe,  avant  tout, 
d'examiner  si  la  définition  qui  précède,  appliquée  au  cas  par- 
ticulier de  deux  nombres  entiers,  s'accorde  avec  celle  que  nous 
avons  donnée  au  n"  52.  Nous  démontrerons  d'abord  que, 
d'après  notre  nouvelle  définition  : 

Le  quotient  de  la  division  de  deux  nombres  entiers  est  égal 
à  une  fraction  qui  a  pour  numérateur  le  dividende  et  pour 
dénominateur  le  diviseur. 

Par  exemple,  le  quotient  de  la  division  de  33  par  7  est  égal  à 

33  33  33  X  T 

—  En  effet,  le  produit  de  —  par 7  est ou  33 (138):  ainsi 

7  7  7 

33 

— est  bien  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  le  diviseur  7 
7 
pour  reproduire  le  dividende  33.  Donc 

33    r  :=  — 


33 
Si  l'on  veut  extraire  l'entier  contenu  dans  la  fraction  —,  il 


L ,.„..,.„„„. , 

^H(137);  on  trouve  que  ce  nombre  est  4  et  que  l'excès  de  33 
^■sur  le  produit  7X4  est  5  ;  par  conséquent, 

P  33:7  =  4+f 

On  voit  que  le  quotient  de  33  par  7  se  compose  de  deux 
parties;  la  première  partie  est  le  plus  grand  nombre  de  fois 

S.  et  de  C.  —  yirithm,  7 
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que  33  contient  7,  cl  la  seconde  partie  est  une  fraction  moindre 
que  l'unité. 

Donc  la  division,  telle  que  nous  l'avons  envisagée  dans  le 
premier  Livre,  avait  simplement  pour  objet  de  faire  connaître 
la  partie  entière  du  quotient  de  deux  nombres  entiers;  la  règle 
du  n°  62  ne  donne  le  quotient  complet  que  dans  le  cas  parti- 
culier où  le  dividende  est  un  multiple  du  diviseur.  Pour  obte- 
nir généralement,  d'après  cette  règle,  le  quotient  complet,  il 
faut  joindre  à  la  partie  entière  obtenue  la  fraction  complé- 
mentaire qui  a  pour  numérateur  le  reste  de  la  division  et  pour 
dénominateur  le  diviseur. 

33 

169.  Les  deux  notations  33  :  7  et  —  exprimant  le  même  ré- 

7 
sultal,  on  emploie  indilTéremmenl  l'une  ou  l'autre.  Le  quo- 
tient d'un  nombre  par  i  étant  égal  à  ce  nombre  lui-même, 
l'analogie  conduit  à  considérer  un  entier  comme  une  fraction 
ayant  pour  numérateur  cet  entier  et  pour  dénominateur  l'unité 

(146).  Ainsi-  exprime  la  même  chose  que  4- 

170.  Division  D'L^E  fràctiox  par  lx  entier.  —  Supposons  que 

5 
l'on  ait  à  diviser  -  par  4«  H  s'agit  de  trouver  un  nombre  dont  le 

5 
produit  par  4  soit  égal  à  -:  le  quotient  demandé  est  donc  4  fois 
j 
5 
plus  petit  que  -•>  et  l'on  obtiendra  ce  quotient  en  rendant  4  fois 

7 

5 

plus  petite  la  fraction  -j  c'est-à-dire  (140)  en  multipliant  le 

dénominateur  de  cette  fraction  par  4-  Le  quotient  cherché  est 

donc T-  On  voit  que  : 

7x4  _ 

Pour  diviser  une  fraction  par  un  entier,  il  suffit  de  multi- 
plier le  dénominateur  de  la  Jraction  par  l'entier. 

Si  le  numérateur  de  la  fraction  que  l'on  doit  diviser  par  un 

entier  est  un  multiple  de  cet  entier,  on  obtient  le  quotient  en 

divisant  le  numérateur  de  la  fraction  par  l'entier. 

I  ?. 
Par  exemple,  le  quotient  de  -^  par  4  est,  d'après  la  règle  pré- 

j 
12  3 

cédenle, r-  Divisant  les  deux  termes  par  4,  il  devient  — 

'7x4  7 
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171.  Division  d'un  entier  p.\n  une  fraction.  —  Supposons  que 


o 


l'on  ail  à  diviser  5  par-'  Le  produit  du  quotient  cherché  par 

4 

3  ,  3 

y  doit  être  égal  à  5  ;  en  d'autres  termes  les  -  du  quotient  valent 

4  4 

5;  il  s'ensuit  que  y  du  quotient  est  3  fois  plus  petit  que  5  et  est 

égal,  par  suite,  à  -  de  5.  On  aura  donc  le  quotient  demandé 

en  prenant  4  fois -de  5,  c'est-à-dire  en  multipliant  5  par^- 
à  0 

On  voit  que  : 

Pour  diviser  un  nombre  entier  par  une  fraction,  il  faut  mul- 
tiplier l'entier  par  la  fraction  renversée. 

Pour  diviser  l'unité  par  une  fraction,  il  suffit  de  renverser 

5 
la  fraction.  Ainsi  le  quotient  de  i  par- est ^-  Le  quotient  de 

70 

l'unité  par  un  nombre  est  dit  l'inverse  de  ce  nombre. 

172.  Division  de  deux  fractions.  —  Supposons  que  l'on  ait  à 

5         3 
diviser-  par  7*  Il  s'agit  de  trouver  un  nombre  dont  le  produit 
7        4 
35  3 

par7  soit  égal  à  -;  en  d'autres  termes,  les  -j  du  quotient  cher- 
4  7  4 

5  1  ,  I        5 

ché  valent  -•,  donc  y  du  quotient  est  égal  à  -  de  -:  donc  enfin 

7  4  ^        1  ' 

I        5  54 

le  quotient  est  égal  à  4  fois  -  de  -  ou  égal  à  -  X  ^-  On  voit 

que: 

Pour  diviser  deux  fractions  l'une  par  l'autre,  il  faut  multi- 
plier la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Si  le  numérateur  et  le  dénominateur  delà  fraction  dividende 
sont  des  multiples  respectifs  du  numérateur  et  du  dénomina- 
teur de  la  fraction  diviseur,  on  effectue  la  division  des  deux 
fractions  en  les  divisant  terme  à  terme.  Par  exemple,  le  quo- 

,42         6  ,,       .    ,      >    ,         '    '  j      .      4^  X  5 

tient  de  -^  par  -  est,  d  après  la  règle  précédente,  — = — —-.  ;  divi- 

20  5  «j        1  20  X  o 

sant  les  deux  termes  par  3o,  il  devient  ^> 

173.  Division  de  deux  nombres  composés  d'une  partie  entièrk 
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3 
ET  d'une  fraction.  —  Soil  à  diviser  24  +  h  V^^  5  H-   ■^  •  En  ré- 

(luisant  les  entiers  en  fractions,  les  nombres  proposés  devien- 

iqS      61    ,  .  ,         iq5xi2        io5  X  3 

neni-^-et-  ;  leur  quotient  est  donc-o— t^ —  ou  --—^—ou 
8        12^  '  0x67  2X07 

585        ,       49    ^ 

-^r?  ou  4  -I-  -o  /•  On  voit  que  : 

i34  i34 

Pour  diviser  deux  nombres  composés  d'une  partie  entière  et 
d'une  fraction,  il  faut  réduire  les  entiers  en  fractions  et  appli- 
nier  ensuite  la  rèirle  du  n°  172. 


PUISSANCES. 

174.  Les   définitions  du   n°  71   s'appliquent  aux   fractions 
comnfie  aux  nonnbres  entiers. 

Pour  indiquer  la  puissance  d'une  fraction,  on  place  cette 

fraction  entre  parenthèses  et  l'on  écrit  l'exposant  de  la  puis- 

/5\'        /5\^ 
sance    à   droite  du  numérateur.   Ainsi    l-j    et   (-1    repre- 

5 
sentent  le  carré  et  le  cube  de  — 

7 

175.  I.  On  élève   une  fraction  à  une  puissance  en  élevant 
ses  deux  termes  à  cette  puissance. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  élever  au  cube  la 

5 
fraction  -•  On  aura,  par  définition  et  d'après  la  règle  du  n°  165, 

7 

'5\5      5       5       5       5x5x5       5' 
-     =-X-X-=: 


7/        7        7        7       7X7X7        7' 

176.  II.  La  puissance  d'une  fraction  irréductible  ne  peut 
être  égale  à  un  nombre  entier. 

Soit  la  fraction  irréductible  t\  ses  deux  termes  sont  pre- 
miers entre  eux  (144).  La  puissance  m''""  de  celte  fraction 

a"" 
est  (175)  j^»   c'est-a-dire   encore  une  fraction   irréductible, 

puisque  les  puissances  a™  et  6'"  sont  aussi  premières  entre 
elles  (118). 
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177.  III.  Lorsqu'une  fraction  irréductible  est  une  puissance 
d'un  certain  degré,  ses  deux  termes  sont  des  puissances  de  ce 
même  degré. 

Admettons  que  la  fraction  irréductible  ^  soit  la  m''""  puis- 
sance d'une  autre  fraction  irréductible  j  (176).  Nous  aurons 

A a" 

B  ~~  6"' 

Mais  la  fraction-,—  est  irréductible  (118)  comme  la  fraction  =;• 
Ces  deux  fractions  sont  donc  identiques  (147),  et  l'on  a 
A  =  rt",     B  =  b'". 


THÉORÈMES  RELATIFS  AUX  OPÉRATIONS. 

178.  Nous  avons  vu  (165)  qu'un  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs, entiers  ou  fractionnaires,  ne  change  pas  de  valeur  quand 
on  intervertit  d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  facteurs. 
Les  conséquences  que  nous  avons  déduites  de  ce  théorème 
fondamental,  dans  le  cas  des  nombres  entiers  (n°^  49  et  sui- 
vants), se  trouvent  donc  établies  dans  tous  les  cas,  que  les 
nombres  considérés  soient  entiers  ou  fractionnaires. 


I 
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CHAPITRE  m. 

DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 


DÉFINITION  DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 

179.  On  a  vu  précédemment  comment,  au  moyen  des  frac- 
tions, on  peut  évaluer  une  grandeur  qui  est  un  multiple  exact 
d'une  partie  aliquote  quelconque  de  l'unilé.  Mais  le  moyen 
le  plus  simple  d'exprimer,  dans  tous  les  cas,  la  mesure  des 
grandeurs  est  fondé  sur  l'emploi  des  parties  décimales  de 
l'unité,  c'est-à-dire  de  celles  que  l'on  obtient  en  partageant 
l'unité  en  lo,  loo,  xooo,. . .  parties  égales. 

Les  parties  décimales  de  l'unité  sont  donc  des  dixièmes,  des 
centièmes,  des  millièmes,  etc.  On  leur  donne  aussi  le  nom 
d'unités  des  ordres  décimaux  :  ainsi  un  dixième  est  une  unité 
du  premier  ordre  décimal,  un  centième  est  une  unité  du 
deuxième  ordre  décimal,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  qu'un 
dixième  vaut  dix  centièmes,  qu'un  centième  vaut  dix  mil- 
lièmes et  que,  généralement,  une  unité  d'un  ordre  décimal 
quelconque  vaut  dix  unités  de  l'ordre  décimal  suivant. 

On  nomme  nombre  décimal  le  nombre  qui  exprime  combien 
une  grandeur  renferme  d'unités  et  de  parties  décimales  de 
l'unité.  Ainsi  un  nombre  décimal  peut  contenir  une  partie  en- 
tière eiune  partie  décimale  composée  d'unités  de  divers  ordres 
décimaux.  Le  nombre  des  unités  de  chaque  ordre  est  inférieur 
à  lo,  car  la  réunion  de  lo  unités  d'un  certain  ordre  décimal 
forme  une  unité  de  l'ordre  précédent. 

MANIÈRE  D'ÉCRIRE  UN  NOMBRE  DÉCIMAL. 

180.  On  peut  écrire  les  nombres  décimaux  de  la  même  ma- 
nière que  les  nombres  entiers.  En  effet,  le  principe  sur  lequel 
repose  la  numération  écrite  consiste  en  ce  qu'un  chiffre  placé 
à  la  droite  d'un  autre  exprime  des  unités  dix  (ois  plus  petites 
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que  celles  qui  sonl  représentées  par  celui-ci.  Rien  n'oblige  à 
s'arrêter  aux  unités  simples  :  aussi  est-on  convenu,  pour  écrire 
un  nombre  décimal,  d'écrire  d'abord  la  partie  entière,  puis  de 
placer  à  la  droite  du  cliiiïre  des  unités  le  chiffre  qui  représente 
les  dixièmes,  à  la  droite  de  celui-ci  le  chiffre  qui  représente  les 
centièmes,  et  ainsi  de  suite.  La  seule  précaution  à  prendre, 
pour  éviter  toute  confusion,  consiste  à  bien  désigner  quel  est 
le  chiffre  qui  représente  les  unités.  On  y  parvient  en  plaçant 
une  virgule  à  la  droite  de  ce  chiffre. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  nombre  décimal  renferme 
35  unités,  3  dixièmes,  5  millièmes  et  7  dix-millièmes  :  on  écrit 
35,3057.  On  met  un  zéro  à  la  place  des  centièmes,  parce  que 
le  nombre  proposé  n'en  renferme  pas. 

Lorsqu'un  nombre  décimal  n'a  pas  de  partie  entière,  on  écrit 
un  zéro  pour  tenir  la  place  de  cette  partie;  on  place  une  vir- 
gule à  la  droite  de  ce  zéro,  ell'on  écrit  ensuite  la  partie  déci- 
male comme  nous  l'avons  indiqué. 

Ainsi  le  nombre  qui  renferme  3  dixièmes,  5  millièmes  et 
7  dix-millièmes  s'écrit  o,3o57. 

Les  chiffres  qui  composent  la  partie  décimale  d'un  nombre 
décimal  sont  appelés  chiffres  décimaux  ou  simplement  déci- 
males. 

181.  Un  nombre  décimal  ne  change  pas  de  valeur  quand  on 
écrit  un  ou  plusieurs  zéros  à  sa  droite. 

Car  l'ordre  des  unités  représentées  par  un  chiffre  ne  dépend 
que  de  sa  position  par  rapport  à  la  virgule.  Ainsi  3,5  et  3,5oo 
représentent  l'un  et  l'autre  3  unités  jointes  à  5  dixièmes. 

On  peut  même  considérer  un  entier  comme  un  nombre  dé- 
cimal ayant  une  ou  plusieurs  décimales  égales  à  zéro;  ainsi  3i 
peut  s'écrire  3i,o  ou  3i,ooo, .... 

182.  On  multiplie  ou  Von  divise  un  nombre  décimal  par  10, 
10c,  1000,.  . .  en  transportant  la  virgule  c/e  i,  2,  3,.  . .  rangs 
vers  la  droite  ou  vers  la  gauche. 

Car,  en  opérant  ainsi,  les  unités  que  représente  chaque 
chiffre  deviennent  10,  100,  1000,...  fois  plus  grandes  ou  plus 
petites. 

11  peut  arriver  que  le  nombre  qu'il  s'agit  de  multiplier  ou 
de  diviser  par  10,  100,...  ne  renferme  pas  assez  de  chiffres 
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à  sa  pnrlic  décimale  ou  à  sa  partie  eiUière  pour  qu'on  puisse 
cfîeciuer  ce  transport  de  la  virgule;  mais  on  lève  celle  diffi- 
culié  en  écrivant  des  zéros  à  la  droite  de  la  parlie  décimale  ou 
à  la  gauciie  de  la  parlie  eniière  du  nombre  donné.  Supposons, 
par  exemple,  qu'on  veuille  diviser  o, 35  par  loo;  on  écrira 
000,35  au  lieu  de  o,35.  Alors,  en  avançant  la  virgule  de  2  rangs 
vers  la  gauche,  on  obtient  o,oo35;  c'est  le  quotient  du  nombre 
proposé  par  100.  Supposons,  en  second  lieu,  qu'on  veuille 
multiplier  3,5  par  1000;  on  écrira  3,5ooo  ajj  lieu  de  3,5.  Avan- 
çant la  virgule  de  3  rangs  vers  la  droite,  on  trouve  35oo,o  ou 
simplement  35oo;  c'est  le  produit  demandé. 

MANIÈRE  D'ÉNONCER  UN  NOMBRE  DÉCIMAL  ÉCRIT. 

183.  Pour  énoncer  un  nombre  décimal  écrit,  on  énonce 
d'abord  la  partie  entière,  s'U  j-  en  a  une;  on  énonce  ensuite  la 
partie  à  droite  de  la  virgule  comme  si  elle  représentait  un 
nombre  entier,  en  indiquant  l'ordre  décimal  des  unités  que 
représente  son  dernier  chiffre. 

Par  exemple,  le  nombre  35, 3o57  s'énoncera  en  disant:  trente- 
cinq  unités,  trois  mille  cinquante-sept  dix-millièmes.  On  est 
naturellement  conduit  à  celle  règle  en  observant  que  le  nom- 
bre 35,3o57  renferme,  outre  35  unités,  7  dix-millièmes,  5  mil- 
lièmes ou  5o  dix-millièmes,  3  dixièmes  ou  3ooo  dix-millièmes, 
c'est-à-dire  3o57  dix-millièmes. 

Souvent,  lorsqu'un  nombre  décimal  a  peu  de  chiffres,  on 
l'énonce  comme  s'il  était  entier,  c'est-à-dire  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  virgule,  et  l'on  indique  ensuite  l'ordre  des  unités 
représentées  par  la  dernière  décimale.  Par  exemple,  on  peut 
énoncer  le  nombre  35,3o57  en  disant  :  trois  cent  cinquante- 
trois  mille  cinquante-sept  dix-millièmes. 

Effectivement,  les  35  unités  contenues  dans  le  nombre  dont 
il  s'agit  valent  35oooo  dix-millièmes  ;  ce  nombre  se  compose 
donc  de  35oooo  dix-millièmes  et  de  3û57  dix-millièmes,  c'est- 
à-dire  de  353o57  dix-millièmes. 

Au  contraire,  lorsqu'un  nombre  décimal  renferme  un  grand 
nombre  de  chiffres,  on  décompose  habituellement  la  parlie 
décimale  en  tranches  de  trois  chiffres,  à  partir  de  la  gauche 
La  dernière  tranche  à  droite  peut  n'avoir  que  deux  chiffres 
ou  même  qu'un  seul  chiffre;  mais  alors  on  écrit  un  ou  deux 
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zéros  pour  la  compléter.  Cela  fait,  on  énonce  d'abord  la 
partie  entière,  puis  chaque  tranche  successivement,  en  indi- 
quant l'ordre  décimal  des  unités  représentées  par  son  der- 
nier chiffre. 

Ainsi  le  nombre  3,1415926535897  s'énoncera  3  unités, 
i4'  millièmes,  592  millionièmes,  653  billionièmes,  589  trillio- 
nièmes,  700  quatrillionièmes. 

En  effet,  à  partir  de  la  gauche  et  trois  par  trois,  les  différents 
chiffres  décimaux  représentent,  les  uns  par  rapport  aux  autres, 
des  centaines,  dizaines  et  unités. 

RÉDUCTION  D'UN  NOMBRE  DÉCIMAL  EN  FRACTION  ORDINAIRE. 

184.  Soit  le  nombre  35,3o57,  dont  le  dernier  chiffre  exprime 
des  dix-millièmes.  Ce  nombre,  étant  composé  (183)  de  353o57 
dix-millièmes,  est  égal  à  une  fraction  qui  a  pour  numérateur 
353o57  et  pour  dénominateur  loooo;  ainsi  l'on  a 

35,3o57  =  ^^^^-. 

lOCOO 

En  général  :  Pour  réduire  un  nombre  décimal  en  fraction, 
il  suffit  de  supprimer  la  virgule  et  de  diviser  le  résultat  par 
l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  que  le  nombre  proposé  ren- 
ferme de  décimales. 

Réciproquement,  pour  écrire  sous  forme  de  nombre  décimal 
une  fraction  ayant  pour  dénominateur  l'unité  suivie  d'un  ou 
de  plusieurs  zéros,  il  suffit  d'écrire  le  numérateur  et  de  séparer 
dans  ce  nombre,  à  Vaide  d'une  virgule ,  autant  de  décimales 
qu'il  y  a  de  zéros  dans  le  dénominateur. 

Les  nombres  décimaux  correspondent  donc  à  des  fractions 
ordinaires  ayant  pour  dénominateur  une  puissance  de  10;  à 
cause  de  cela,  ils  sont  souvent  désignés  sous  le  nom  Réfrac- 
tions décimales. 

REMARQUE  SUR  LE  CALCUL  DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 

185.  Les  règles  générales  du  calcul  des  fractions  sont  appli- 
cables au  cas  particulier  des  nombres  décimaux;  mais  nous  ne 
ferons  pas  usage  de  ces  règles  en  ce  qui  concerne  l'addition 
et  la  soustraction,  parce  que  le  raisonnement  employé  à  l'oc- 
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casion  des  nombres  entiers  peulèlre  appliqué  sans  modification 

aux  nombres  (iccimaux.  Pour  la   mulliplicaiion,  nous  apjjli- 

querons  la  règle  du  n"  164. 

Quant  à  la  division,  les  règles  des  n°*  171  et  172  permettent 

de  ramener  tous  les  cas  à  celui  de  la  division  de  deux  entiers. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  diviser  3,i4i  par 

:>.,7i  ou  3,i4i  par  2,710,  en   complétant  les  décimales.  Ces 

,  ,  ,  .  ,  3i4i       .  2710     , 

deux  nombres  sont  égaux  respectivement  a  — ^^~  et  a  — ^ —  :  le 

1000  1000 

....  ....  ,         3i4i  X  1000        3i4i    ,, 

quotient  de  leur  division  sera  donc  — ou  — ^^—'  Il 

1000  X  2710        2710 

résulte  de  là  que  la  division  des  nombres  décimaux  revient  à 
celle  des  entiers,  que  l'on  obtient  en  supprimant  la  virgule 
dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur,  après  les  avoir  rame- 
nés, s'il  y  a  lieu,  à  contenir  le  même  nombre  de  décimales:  le 
quotient  est  alors  exprimé  par  une  fraction  ordinaire.  Mais, 
dans  le  calcul  des  nombres  décimaux,  on  se  propose  quelque 
chose  de  plus  :  on  cherche  à  exprimer  le  quotient  par  un 
nombre  décimal,  exactement  quand  cela  est  possible,  et  ap- 
proximativeinent  dans  le  cas  contraire. 

ADDITION  DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 

186.  Dans  les  nombres  décimaux,  comme  dans  les  nombres 
entiers,  les  différents  chiffres,  à  partir  de  la  droite,  expriment 
des  unités  de  dix  en  dix  fois  plus  grandes;  il  s'ensuit  que  l'ad- 
dition des  nombres  décimaux  peut  se  faire  identiquement  de 
la  même  manière  que  celle  des  nombres  entiers. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'additionner  les  nombres  3i,4i5, 
98,69  et  3,i83;  on  écrit  ces  nombres  les  uns  au-dessous  des 
autres,  de  manière  que  les  virgules  se  correspondent  : 

3i ,4i5 
98*69 
3,i83 

133,288 

La  somme  des  millièmes  étant  8,  on  écrit  ce  chiffre  à  la  place 
des  millièmes;  la  somme  des  centièmes  est  18  :  on  écrit  8  à  la 
place  des  ceniièmes  et  l'on  retient  1  dixième  pour  le  réunir 
aux  dixièmes  dos  nombres  proposes;  la  somme  des  dixièmes 
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est  12,  en  comprenant  la  retenue  :  on  écrit  2  à  la  place  des 
dixièmes  et  l'on  relient  i  unité  pour  la  réunir  au  nombre  des 
unités,  et  ainsi  de  suite. 
On  peut  énoncer,  d'après  cela,  la  règle  suivante  : 
Pour  faire  l'addition  de  plusieurs  nombres  décimaux ,  on 
écrit  ces  nombres  les  uns  au-dessous  des  autres,  de  manière 
que  les  virgules  se  correspondent,  et  l'on  opère  comme  s  il 
s'agissait  de  nombres  entiers.  On  met  ensuite  une  virgule  dans 
la  somme  obtenue,  à  la  place  marquée  par  les  virgules  des 
nombres  proposés. 

SOUSTRACTION  DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 

187.  La  soustraction  des  nombres  décimaux  se  fait  aussi  de 
la  même  manière  que  celle  des  nombres  entiers. 

Supposons  qu'on  ait  à  soustraire  986,96  de  3i^i,5c).  On  écrit 
le  pjus  petit  nombre  au-dessous  du  plus  grand,  de  manière  que 
les  virgules  se  correspondent  : 

3 I 4 I , 59 

21 54 ,63 

On  fait  d'abord  la  soustraction  des  cenlièmes,  ce  qui  donne 
le  chiffre  3,  que  l'on  écrit  à  la  place  des  centièmes;  passant  à 
la  colonne  des  dixièmes,  on  retranche  9  de  i5  et  l'on  obtient 
le  reste  6,  que  l'on  écrit  à  la  place  des  dixièmes;  arrivant 
à  la  colonne  des  unités,  il  faut  augmenter  de  i  le  chiffre  6  du 
nombre  inférieur;  on  retranche  donc  7  de  11,  ce  qui  donne  le 
reste  4>  que  Ton  écrit  à  la  place  des  unités;  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  énoncer,  d'après  cela,  la  règle  suivante  : 

Pour  faire  la  soustraction  de  deux  nombres  décimaux,  on 
écrit  le  plus  petit  au-dessous  du  plus  grand,  de  manière  que 
les  virgules  se  correspondent,  et  l'on  opère  comme  s'il  s'agis- 
sait de  nombres  entiers.  On  met  ensuite  une  virgule,  dans  le 
reste  obtenu,  à  la  place  marquée  par  les  virgules  des  nombres 
proposés. 

Si  les  deux  nombres  qu'on  doit  soustraire  l'un  de  l'autre 
n'ont  pas  le  même  nombre  de  décimales,  il  faut  les  compléter 
dans  l'un  des  nombres  par  des  zéros. 
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MULTIPLICATION  DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 

188.  Multiplication  d'un  nombhe  décimal  pau  un  lntier.  — 
Supposons  qu'on  ail  à  mulli|)lier  3,i4i  par  23.  Le  multipli- 
cande se  compose  de  3i4'  niilliènies :  donc  le  produiise  com- 
posera de  23  l'ois  3i4i  millièmes.  11  faut  donc,  pour  obtenir  ce 
produit,  multiplier  3i4i  par  23  et  faire  exprimer  des  millièmes 
au  résultai.  L'opération  est  ainsi  disposée: 

3,i4« 

23 


9  4*^3 
62  82 

72,243 

Donc  :  Pour  multiplier  un  nombre  décimal  par  un  entier,  il 
faut  multiplier  le  multiplicande  par  le  multiplicateur,  en  fai- 
sant abstraction  de  la  virgule,  et  séparer  ensuite  à  la  droite  du 
produit  autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  /  en  a  au  multipli- 
cande. 

189.  Multiplication  de  deux  nombkes  décimaux.  — Supposons 
qu'on  ait  à  multiplier  3,  i4i  par  9,86.  Le  multiplicateur  9,86 

est  égal  à  la  fraction  - — ;  on  aura  donc  le  produit  demandé, 
100  ' 

en  prenant  le  centième  de  3,  i4i,  ce  qui  se  fait  en  reculant  la 
virgule  de  deux  rangs  vers  la  gauche,  el  en  multipliant  le  ré- 
sultat obtenu  o,o3i4i  par  986.  On  est  ainsi  conduit  (188)  à 
multiplier  3i4i  par  986  et  à  séparer  ensuite  cinq  chiffres  déci- 
maux à  la  droite  du  produit.  On  dispose  l'opération  comme  il 
suit  : 

3,i4i 
I  9,86 

18  846 
2  5i  28 
28  26  9 

3o,97  026 
On  voit  que  : 
Pour  multiplier  deux  nombres  décimaux,  il  faut  opérer  en 
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faisant  abstraction  des  virgules  et  séparer  ensuite,  à  la  droite 
du  produit  obtenu,  autant  de  chijfres  décimaux  qu'il  y  en  a 
dans  les  deux  facteurs. 

DIVISION  DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 

190.  Division  d'un  nombre  décimal  par  un  entier. —  Supposons 
qu'on  ait  à  diviser  3i  ,4i5  par  12. 11  s'agit  de  prendre  la  dou- 
zième partie  de  3i4i5  millièmes  ;  on  aura  donc  le  quotient 
cherché  en  divisant  3i4i5  par  12  et  en  faisant  exprimer  des 
millièmes  au  quotient  obtenu.  On  dispose  l'opération  comme 
il  suit  î 

Si  ,4i5  !   12 

7  4       I  2»^'7 
21 

1 1 
Le  quotient  demandé  est  égal  au  nombre  décimal  2,617  aug- 
menté de  —  de  millième.  En  négligeant  cette  fraction  de  mil- 
lième, on  commet  une  erreur  moindre  que  0,001  et  l'on  dit 
que  le  quotient  des  nombres  proposés  est  2,617  à  un  millième 

près.  Si,  au  lieu  de  négliger  la  fraction  —  de  millième,  on  la 

remplace  par  0,001  ,  l'erreur  que  l'on  commet  est  aussi 
moindre  que  0,001,  et  le  nombre  2,618  que  l'on  obtient 
exprime  encore  à  un  millième  près  le  quotient  des  nombres 
proposés. 

Le  nombre  2,617  est  une  valeur  du  quotient  approchée /7«r 
défaut;  2,618  est  une  valeur  approchée  par  excès. 

On  voit  que  : 

Pour  diviser  un  nombre  décimal  par  un  entier,  il  faut  opé- 
rer en  faisant  abstraction  de  la  virgule  et  séparer  ensuite  sur 
la  droite  du  quotient  obtenu  autant  de  décimales  qu'il  y  en  a 
au  dividende. 

En  appliquant  cette  règle,  on  obtient  la  valeur  exacte  du 
quotient  ou  la  valeur  approchée  de  ce  quotient  à  une  unité 
près  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  du  dividende.  On  peut  ainsi 
calculer  le  quotientavec  une  approximationaussi  grande  qu'on 
le  veut  en  écrivant  des  zéros  à  la  droite  du  dividende  avant 
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d'appliquer  la  règle  précédente.  Veul-on,  par  exemple,  éva- 
luer le  quotient  82,9  par  12  à  un  millième  près;  on  appliquera 
la  règle  aux  nombres  32,go(>  et  12.  L'opération  est  disposée 
comme  il  suit  : 

32,9  j  12 
8  9  !  2,74i 
5o 


Le  quotient  demandé  est  2,741  à  un  millième  près,  par  dé- 
faut. Comme  on  le  voit,  nous  nous  sommes  dispensés  d'écrire 
deux  zéros  à  la  droite  du  dividende,  mais  nous  avons  opéré 
comme  si  ces  zéros  étaient  écrits.  Ainsi,  après  avoir  abaissé  le 
chiffre  9  du  dividende  pour  l'écrire  à  la  droite  du  premier 
reste,  nous  avons  continué  l'opération  en  écrivant  un  zéro  à  la 
droite  de  chacun  des  deux  restes  suivants  avant  de  les  prendre 
pour  dividendes. 

191.  Division  d'un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  nombre  dé- 
cimal. —  Supposons  qu'on  ait  à  diviser  3, 14109  par  9,86.  Le 

diviseur  q,86  est  égal  à  la  fraction  - —  :  on  aura  donc  le  quo- 
"  100 

tient  demandé  en  multipliant  3,i4i59  par  —^'  On  est  ainsi 

conduit  à  multiplier  3, i4i59  par  100  et  à  diviser  ensuite  le 
résultat  3i4,  iSg  par  986  : 

3i4, 1^9  I  986 


18  35     I  o,3i8 

8  499 
6ii 

Le  quotient  demandé  est  égal  à  o,3t8  augmenté  de  — rr  de 

90b 

millième;  ce  quotient  est  donc  o,3i8  à  un  millième  près. 

On  voit  que  : 

Pour  du'iser  un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  nombre 
décimal,  il  faut  supprimer  la  virgule  dans  le  diviseur,  multi- 
plier le  dividende  par  l'unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y 
avait  de  décimales  dans  le  diviseur»  et  appliquer  ensuite  la 
règle  du  n°  190. 
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192.  Il  résulte  des  règles  précédentes  qu'un  quotient  déci- 
mal est  toujours  obtenu  à  une  unité  près  de  l'ordre  auquel  on 
s'arrête  dans  le  calcul  définiiif.  On  peut,  d'ailleurs,  en  com- 
parant au  diviseur  le  reste  trouvé,  obtenir  ce  quotient  à  une 
demi-unité  près  du  même  ordre,  par  défaut  ou  par  excès.  En 
effet,  si  le  reste  est  plus  petit  que  la  moitié  du  diviseur,  la 
traction  complémentaire  du  quotient  (1C8)  est  moindre  qu'une 
demi-unité  du  dernier  ordre  conservé.  Si  le  reste  est  plus 
grand  que  la  moitié  du  diviseur,  cette  même  fraction  surpasse 
une  demi-unité  du  même  ordre,  et  alors,  pour  avoir  le  quo- 
tient avec  l'approximation  voulue,  il  faut  augmenter  son  der- 
nier chiffre  d'une  unité  o\\  forcer  l'imité  sur  ce  dernier  chiffre. 
Dans  le  premier  cas,  on  a  le  quotient  par  défaut;  dans  le  se- 
cond, on  l'a  par  excès. 

Dans  l'exemple  du  n°  191,  le  reste  6ii  surpasse  la  moitié 

du  diviseur  q86:  la  fraction  complémentaire  —^  de  millième 

gbb 

est  donc  plus  grande  qu'un  demi-millième  et,  par  suite,  le 

quotient  est  0,819  à  un  demi-millième  près,  par  excès. 

193.  Remarquons  enfin  que  le  reste  d'une  division  déci- 
male représente  toujours  des  unités  de  même  ordre  que  le 
dernier  chiffre  décimal  du  dividende  avant  qu'il  ait  subi  au- 
cune modification.  Dans  l'exemple  du  n"  190,  le  reste  est  égal 
à  Ti  millièmes,  et  le  dividende  donné  est  3i,4i5.  Dans 
l'exemple  du  n"  191,  la  division  effectuée  conduit  au  reste 
o,6t  I  ;  mais,  comme  on  a  d'abord  multiplié  le  dividende  pro- 
posé par  100,  le  véritable  reste  est  0,0061 1,  tandis  que  le  di- 
vidende primitif  a  pour  valeur  3,i4i5t). 
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CHAPITRE  IV. 

ÉVALUATION  APPROCHÉE  DES  GRANDEURS 
ET  DES  NOMBRES. 


DÉFINITIONS. 

194.  Évaluer  une  grandeur  à  moins  d'une  unité,  c'est  trou- 
ver le  plus  grand  nombre  d'unités  contenues  dans  cette  gran- 
deur. Ce  nombre  et  le  nombre  immédiatement  supérieur 
expriment  la  mesure  de  la  grandeur  à  moins  d'une  unité,  le 
premier  par  défaut,  le  second  par  excès. 

En   général,  évaluer  une  grandeur  à  moins  de  -•,    c'est 

chercher  le  plus  grand  nombre  de  fois  que  cette  grandeur 
contient  la  n'''"*  partie  de  l'unité.  Si,  par  exemple,  une  gran- 
deur est  plus  grande  que  m  fois  la  n''""  partie  de  l'unité,  et 
qu'elle  soit  plus  petite   que  m -h  i  fois  cette  n'''"'  partie,  les 

fractions  —  et expriment  la  mesure  de   la  grandeur  a 

/i  n 

moins  de  -5  la  première  par  défaut,  la  seconde  par  excès. 

Les  définitions  qui  précèdent  doivent  s'entendre  également 
des  grandeuis  évaluées  en  nombres. 

ÉVALUATION  APPROCHÉE  DES  FRACTIONS. 

195.  I.  Pour  évaluer  une  fraction  à  moins  d'une  unité,  il 
suffit  de  prendre  l'entier  contenu  dans  cette  fraction  ou  l'en- 
tier immédiatement  supérieur. 

O  C  F 

Soit  la  fraction  - — -'  En  exlravant  l'entier  qu'elle  contient, 
1 1>> 

on  trouve 

355       ,        16 

,=34 5. 

ii3  I  li 
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La  fraction  donnée  élanl  comprise  entre  3  et  4,  ces  nombres 
sont  des  valeurs  de  celle  fraction  approchées  a  moins  d'une 
ufiité,  la  première  par  défaut,  la  seconde  par  excès. 

196.  II.  Pour  évaluer  une  fraction  à  moins  de  -•>  il  suffit 

d'évaluer  à  moins  d'une  unité  le  produit  de  cette  fraction  par 
n,  et  de  diviser  ensuite  par  n  l'un  des  deux  entiers  consécutifs 
ainsi  obtenus. 

Soit  la  fraction  -r*  Désignons  par  x  le  plus  grand  nombre 
de  n'^"""  contenus  dans  cette  fraction.  Nous  aurons  d'abord 


X       a 
n 


<  j-)  c'est-à-dire,  en  multipliant  ces  deux  fractions  par  n. 


^  ay<  n 


Nous  aurons  ensuite >-  ?  »  c  est-a-dire,  en  multipliant 

n  0 

ces  deux  fractions  par  n, 

ay<  n 
.r  -f-  I  >  — , —  • 

0 

.     r.       .       a  yc  n         ,  .  ,       , 

La  Iraction  — -. —  est  donc  comprise  enire  les  deux  entiers 

consécutifs  ^  et  ^  -+-  i ,  et  l'on  trouve  le  nombre  inconnu  x  en 

1.       •  j        ,     p       .       «  X  /i 

extrayant  1  entier  contenu  dans  la  fraction  — y —  • 

197.  Proposons-nous,  par  exemple,  d'évaluer  la    fraction 

355  ,         .       ^    I 
-     -  a  moins  de  -• 
1 10  7 

On  a 

355  X  7  _  2485  _  r  t2 

ri3  1 13  1 13 

355  I  '>  i 

Par  conséquent,  les  valeurs  de  — ^  à  moins  de  -  sont  ^     et 

ii3  7  7 

22  11  355 

■ —  La  seconde  fraction  —  diffère  très-peu  de  -   .,  •  La  diffé- 
7  7  *  110 

rence  est  évidemment  — ^ ■  ou  — • 

1x3x7        79^ 

s.  el  de  C.  —  Arithin.  H 
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198.  m.  Pour  qu'une  fraction  soit  exactement  réductible 
en  fraction  de  dénominateur  donné,  il  faut  et  il  suffit  que 
son  dénominateur  divise  exactement  le  nouveau  dénomi- 
nateur. 

Soil  la  fraciion  j  qu'on  peut  toujours  supposer  irréductible 

et  qu'on  veut  convertir  en  n''"".  Désignons  partir  le  nombre 
exact  (le  n''"'"  qu'elle  doit  contenir.  Nous  aurons,  par  hypo- 

û^  Cl 

thèse,  -  =  T  ou,  en  multipliant  les  deux  fractions  par  n, 
no  ' 


a  et  6  étant  premiers  entre  eux,  on  voit  que:rne  peut  être 
entier  qu'autant  que  b  divise  n;  cette  condition  est  d'ailleurs 
suffisante. 

RÉDUCTION  DES  FRACTIONS  ORDINAIRES  EN  DÉCIMALES. 

199.  Les  opérations  sur  les  nombres  décimaux  s'exécutent 
identiquement  de  la  même  manière  que  les  opérations  rela- 
tives aux  nombres  entiers,  tandis  que  le  calcul  des  fractions 
ordinaires  est  beaucoup  moins  simple.  Aussi,  dans  la  pratique, 
n'opère-i-on  presque  jamais  que  sur  des  nombres  décimaux; 
et,  lorsqu'il  se  présente  des  fractions  ordinaires,  on  les  évalue 
en  décimales,  soit  exactement,  soit  approximativement, 
d'après  les  règles  précédentes. 

200.  Soit  la  fraciion  t'  dont  on  veut  trouver  la  valeur  à 

o 

moins  de On  doit  (196)  extraire  l'entier  contenu  dans 

,,  .       «X  loP        ,.    . 

1  expression  — y —  et  diviser  cet  entier  par  iop. 

Il  faut  donc  multiplier  le  numérateur  de  la  fraction  par  iop, 
ce  qui  revient  à  écrire  p  zéros  à  sa  droite,  diviser  ce  produit 
parle  dénominateur  de  la  fraction,  et  séparer  ensuite  p  chif- 
fres décimaux  sur  la  droite  du  quotient  entier  obtenu. 

Dans  la  pratique,  on  écrit  successivement  les  zéros  addi- 
tionnels à  droite  des  différents  restes,  et  l'on  met  une  virgule 
au  quotient  dès  le  premier  zéro  employé. 
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5 
Si  l'on  applique  celle  règle  à  la  réduciion  de  la  fraciion  - 

en  décimales,  à  moins  d'un  millionième,  l'opéralion  présenie 
la  disposilion  suivante  : 

5o 


lO        0,']l^2b5 

3o 
20 
60 
40 
5 

el  l'on  a,  à  un  millionième  près, 

5 

-  = 0,714285. 

7 

On  peul  remarquer  que  le  calcul  ci-dessus  revienl  aussi 
(190)  à  effecluer  la  division  du  numérateur  5  par  le  dénomi- 
nateur 7,  à  un  millionième  près. 

201.  l.  Pour  qu'une  fraction  ordinaire  se  réduise  exacte- 
ment en  décimales,  il  faut  et  il  suffit  que  son  dénominateur 
ne  contienne  pas  d'autres  facteurs  premiers  que  les  facteurs 
1  et  5,  et  le  plus  grand  des  exposants  de  ces  facteurs  marque 
le  nombre  de  chiffres  décimaux  de  l'expression  décimale  équi- 
valente à  la  fraction  donnée. 

Soit,  en  effet,  la  fraciion  irréductible  t*  Pour  qu'elle  se  ré- 
duise exactement  en  décimales,  il  faut  et  il  suffit  (198)  qu'on 
puisse  multiplier  a  par  une  puissance  de  10,  telle  que  l'exprès- 

sion  T —  se  réduise  a  un  entier  x.  Or,  o  étant  premier 

avec  a,  il  faut,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  io/'  =  2/'x5/' 
(75)  soit  exactement  divisible  par  6;  ce  qui  exige  que  6  ne 
renferme  que  des  facteurs  premiers  2  et  5,  et  que  p  soii  au 
moins  égal  à  l'exposant  le  plus  élevé  de  ces  facteurs  (128). 
L'énoncé  est  donc  vérifié. 
Soil,  d'ailleurs,  6  =  2^  x  5/  et  /^  >>  ç.  On  aura 

«  X  2/»  X  5p  ^„  „    „_  . 

X  = —  =  a  X  ^P-i  ^73). 

2/'  X  5?  ' 
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Si  l'on  avait  simplement  b  =  ip,  on  trouverait 

X  =  a  X  5/'. 

Si  l'on  convient  alors  de  regarder  celui  des  facteurs  pre- 
miers 2  et  5  qui  n'entrerait  i)as  dans  le  dénominateur  de  la 
fraction  donnée  comme  ayant  dans  ce  dénominateur  l'expo- 
sant zéro  (73),  on  peut  dire  que,  pour  obtenir  le  numéra- 
teur X  de  la  fraction  décimale  cherchée,  il  suffît  de  multi- 
plier le  numérateur  de  la  fraction  ordinaire  par  celui  des 
facteurs  premiers  de  son  dénominateur  qui  a  le  plus  faible 
exposant,  ce  facteur  premier  étant  élevé  à  une  puissance 
marquée  par  la  différence  des  exposants  des  facteurs  pre- 
miers du  dénominateur. 

Soit,  par  exemple,  la  fraction  -^-  On  a  ici  8  =  2'.  Par  con- 


3625, 


202.  11  est  utile  de  justifier  encore  ce  qui  précède  en  re- 
marquant que  l'application  même  de  la  règle  donnée  pour  ré- 
duire une  fraction  ordinaire  en  décimales  (200)  conduit  à 
multiplier  le  numérateur  de  la  fraction  ou  le  dividende  de 
la  division  efTectuée  par  une  certaine  puissance  de  10,  ce  qui 
ne  peut  introduire  dans  ce  dividende  que  les  facteurs  pre- 
miers 2  et  5;  et,  comme  le  dénominateur  de  la  fraction  ou  le 
diviseur  est  supposé  n'avoir  aucun  facteur  premier  commun 
avec  le  dividende  primitif,  la  division  ne  peut  se  terminer 
qu'autant  que  le  dénominateur  de  la  fraction  n'a  pas  d'autres 
facteurs  premiers  que  les  facteurs  2  et  5  (128). 

203.  II.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  ordinaire 
irréductible  renferme  d'autres  facteurs  premiers  que  lesfac 
teurs  2  et  5,  cette  fraction  ne  peut  pas  se  réduire  exactemen 
en  décimales. 

Cet  énoncé  est  la  conséquence  immédiate  du  théorème  pré- 
cédent (201). 

On  peut,  dans  ce  cas,  poursuivre  indéfiniment  l'application 
de  la  règle  du  n''  200,  sans  jamais  arriver  à  un  reste  nul;  la 


séquenl,  p  = 

3  et 

X  =  29  X  5^  ^=  29  X  1 25 

c'est-à-dire 

2Q     3625     „  ^ 

8=  ro3  =3'^^ 
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5 
fraction  -?  que  nous  avons  considérée,  en  offre  un  exemple. 

On  exprime  ce  fait  en  disant  que  la  fraction  ordinaire  se  réduit 
en  une  fraction  décimale  d'un  nombre  illimité  de  chiffres  dé- 
cimaux. Si,  dans  cette  fraction  décimale  illimitée,  on  prend 
une  décimale,  puis  deux,  puis  trois,. . .,  on  a  des  valeurs  de 
plus  en  plus  approchées  de  la  fraction  ordinaire.  L'erreur 
commise  en  prenant  successivement  ces  diverses  valeurs  à  la 
place  de  la  fraction  ordinaire  pouvant  ainsi  devenir  moindre 
que  telle  fraction  que  l'on  voudra,  on  dit  que  la  fraction  ordi- 
naire est  la  limite  de  la  fraction  décimale  illimitée  lorsqu'on 
prend  dans  celle-ci  un  nombre  de  décimales  de  plus  en  plus 
grand. 

D'après  cela,  si  deux  fractions  ordinaires  se  réduisent  enla 
même  fraction  décimale  d'un  nombre  illimité  de  chiffres,  elles 
sont  équivalentes,  puisqu'elles  ont  les  mêmes  valeurs  appro- 
chées à  un  dixième,  à  un  centième,  à  un  millième,.... 

DES  FRACTIONS  DÉCIMALES  PÉRIODIQUES. 

204.  On  nomme/rac//o/i  décimale  périodique  une  fraction 
décimale  d'un  nombre  illimité  de  chiffres  décimaux,  dans  la- 
quelle ces  chiffres  se  reproduisent  périodiquement  et  dans  le 
même  ordre  à  partir  d'un  certain  rang. 

L'ensemble  des  chiffres  qui  se  reproduisent  ainsi  périodi- 
quement se  nomme  la  période. 

Une  fraction  décimale  périodique  est  dite  périodique  simple 
si  la  première  période  commence  immédiatement  après  la  vir- 
gule; elle  est  dite  périodique  mixte  dans  le  cas  contraire,  et 
alors  les  chiffres  qui  précèdent  la  première  période  consti- 
tuent la  partie  non  périodique. 

Ainsi  0,267  267  2^7-  •  •  ^^^  ^^^  fraction  décimale  périodique 
simple  dont  la  période  est  267. 

De  même,  0,73267267267...  est  une  fraction  périodique 
mixte  dont  la  période  est  267  et  dont  la  partie  non  périodique 
est  73. 

205.  L  Lorsqu'une  fraction  ordinaire  se  réduit  en  une 
fraction  décimale  d'un  nombre  illimité  de  chiffres,  cette  frac- 
tion décimale  est  périodique. 
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5 
Soil  la  fraction  -•  Pour  la  réduire  en  fraction  décimale,  on 
1 
opère  de  la  manière  suivante  :  . 

5o     I  7 


lo  I  o,7 1428571 .... 
3o 
20 
60 
40 
5o 


10 
3o 


On  divise  5  par  7,  ce  qui  donne  pour  quotient  o  et  pour 
reste  5.  On  écrit  un  zéro  au  quotient  et  l'on  place  une 
virgule  à  sa  droite.  On  écrit  ensuite  un  zéro  à  la  droite  du 
reste  5  et  l'on  divise  le  résultat  5o  par  7  ;  le  quotient  7  est  la. 
première  décimale.  On  écrit  un  zéro  à  la  droite  du  reste  i  et 
l'on  divise  le  résultat  10  par  7;  le  quotient  i  est  la  deuxième 
décimale;  et  l'on  continue  ainsi  indéfiniment.  Or,  dans  toutes 
les  divisions  partielles,  le  diviseur  est  constamment  7  ;  par 
conséquent,  les  restes  que  l'on  obtient  sont  tous  plus  petits 
que  7;  d'ailleurs  aucun  d'eux  ne  peut  être  nul,  car  s'il  en  était 

5 
ainsi  la  fraction  -  serait  réductible  en  une  fraction  décimale 

7 
d'un  nombre  limité  de  chiffres.  Donc,  dans  le  cours  de  l'opé- 
ration, on  ne  peut  obtenir,  au  plus,  que  6  restes  difîérents, 
savoir:  i ,  2,  3,  4,  5,  6.  Il  résulte  de  là  qu'après  avoir  écrit,  au 
plus,  6  chiffres  décimaux  au  quotient,  on  obtiendra  un  reste 
déjà  trouvé.  Alors  on  sera  évidemment  dans  les  conditions 
où  l'on  était  la  première  fois  qu'on  a  obtenu  ce  reste  :  en  d'au- 
tres termes,  on  sera  conduit  à  exécuter,  à  partir  de  ce  moment, 
la  même  série  d'opérations  qu'on  a  effectuée  antérieurement; 
d'où  il  suit  que  les  restes  et  les  chiffres  du  quotient  se  re- 
produiront périodiquement. 

206.  II.  Toute  fraction  ordinaire  dont  le  dénominateur  est 
premier  avec  10  se  réduit  en  une  fraction  décimale  pério- 
dique simple. 
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Soit,  en  effet.  !a  fraction  irréductible  yi  dont  le  dénomina- 

b 

leur  h  est  premier  avec  10.  Pour  la  réduire  en  décimales,  il 

faut  diviser  par  le  dénominateur  b  le  numérateur  a  suivi  d'un 

nombre  quelconque  de  zéros.  Les  dividendes  successifs  sont 

donc 

a,     aXio,     «Xio%     rtXio', .... 

Le  quotient  étant  périodique  (205),  désignons  par  a  X  10^  et 
rtX  10*  deux  dividendes  donnant  des  restes  égaux.  Leur  dif- 
férence ax  10* — rtX  10^  sera  alors  un  multiple  de  b  (80). 
Cette  différence  pouvant  s'écrire  (72) 

10/ X  («X  10*--/—  a), 

et  6  étant  premier  avec  to^,  puisqu'il  est  premier  avec  îo  (119), 
il  faut  que  le  facteur  {a  X  10^-/ —  a)  soit  exactement  divisible 
par  b  (97).  Il  en  résulte  que,  dans  la  série  des  opérations  ef- 
fectuées, les  deux  dividendes  a  Xio*-^et  a  donnent  des  restes 
égaux  (79),  c'est-à-dire  que  le  premier  reste  qui  reparaît  est 
celui  qui  correspond  au  premier  dividende  a.  La  période  com- 
mence donc  dès  la  virgule,  et  le  quotient  décimal  illimité  est 
périodique  simple  (20i). 

207.  IIL  Toute  fraction  ordinaire  dont  le  dénominateur 
renferme  à  la  fois  des  facteurs  premiers  1  et  5  et  des  fac- 
teurs premiers  différents  se  réduit  en  une  fraction  décimale 
périodique  mixte,  où  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie  non 
périodique  est  égal  à  l'exposant  le  plus  élevé  des  facteurs  pre- 
miers 2  et  5  qui  se  trouvent  dans  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion donnée. 

Soit,  par  exemple,  la  fraction  irréductible 

79    _  79 


3iÔo       63X2X5' 

Multiplions  ses  deux  termes  par  2,  afin  d'introduire  au  déno- 
minateur une  puissance  exacte  de  10.  Nous  aurons 

79    ^       79X2       ^  i58         1 
3i5o       63X2^X5'        63         10'' 

„       ,  ,   .  i58         i58  j .  .      ,  1   .     j 

En  réduisant  -7^^  =  ^ en  décimales,  nous  obtiendrons 

o3        3^X  7 
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le  quotienl  ?. ,507936507936. .  .,  qui  esl  périodique  simple 
(206)  à  pnrlir  de  la  virgule;  pour  en  déduire  l'expression  dé- 
cimale cherchée,  il  faudra  le  diviser  par  100  en  reculant  la  vir- 
gule de  deux  rangs  vers  la  gauche.  Nous  aurons  ainsi 

/^^  =  0,02507935507936. . ., 

ce  qui  vérifie  l'énoncé. 

208.  Dans  les  exemples  précédents,  nous  avons  considéré 
des  fractions  ordinaires  proprement  dites.  S'il  en  était  autre- 
ment, on  extrairait  d'abord  les  entiers  contenus  dans  l'expres- 
sion fractionnaire  donnée,  et  on  les  ajouterait  ensuite  au  quo- 
tienl décimal  périodique,  simple  ou  mixte,  fourni  par  la 
réduction  de  la  fraction  complémentaire  en  décimales. 

RETOUR  A  LA  FRACTION  ORDINAIRE  GÉNÉRATRICE. 

209.  Etant  donnée  une  fraction  décimale  périodique,  on 
peut  se  proposer  de  chercher  la  fraction  ordinaire  qui,  par  sa 
réduction  en  décimales,  lui  a  donné  naissance.  On  dit  alors 
qu'on  remonte  à  !a  fraction  ordinaire  génératrice  de  l'expres- 
sion décimale  périodique. 

210.  I.  La  fraction  ordinaire  génératrice  crime  fraction 
décimale  périodique  simple,  sans  partie  entière,  a  pour  nu- 
mérateur la  période  et  pour  dénominateur  un  nombre  formé 
d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période. 

Soit,  en  effet,  la  fraction  décimale  périodique  simple 

o ,  267  267  267  267  267  .... 

On  a  évidemment 

267  =  o ,  267  X  1 000  =:  o , 267  X  999  -+-  o ,  267 , 

et  celte  égalité  exprime  que,  si  l'on  réduit  la  fraction  ordinaire 

267 

— -  en  décimales,  on  trouve,  après  trois  divisions  partielles, 

999 

le  quoiieni  0,267  et  le  reste  0,267.  On  est  donc  alors  placé 

dans  les  mêmes  condiiions  qu'au  début  de  l'opération,  et  il 

est  démontré  que  les  trois  premiers  chiffres  du  quotient  se 
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,  267 

reproduisent  periodiquemenl.  — -  est  donc  la  fraction  ordi- 

299 

naire  génératrice  de  la  fraction  périodique  simple  considérée. 

II  suit  de  là  que,  si  l'on  considère  un  nombre  n  de  périodes 

de  plus  en  plus  grand,  la  fraction  0,267267267. .  .267(„)  tend 

267 
(203)  vers  une  limite  déterminée  et  égale  à  — '-' 

999 

211.  Le  dénominateur  de  la  fraction  ordinaire  génératrice 
d'une  fraction  périodique  simple,  étant  formé  de  chiffres  tous 
égaux  à  9,  ne  renferme  ni  le  facteur  2,  ni  le  fadeur  5  (83)  ;  il 
en  est  de  même,  à  plus  forte  raison,  quand  on  réduit  celte 
fraction  ordinaire  à  sa  plus  simple  expression.  On  peut  donc 
dire  que  le  dénominateur  de  la  jraclion  ordinaiie  génératrice 
d'une  fraction  périodique  simple  est  toujours  premier  avec  to. 

C'est  la  réciproque  du  théorème  du  n°  20G. 

212.  IL  La  fraction  ordinaire  génératrice  d'une  fraction 
décimale  périodique  mixte,  sans  partie  entière,  a  pour  numé- 
rateur l'ensemble  de  la  partie  non  périodique  et  de  la  période 
diminué  de  la  partie  non  périodique  et  pour  dénominateur 
un  nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la 
période,  suivis  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  In 
partie  non  périodique. 

Soit,  par  exemple,  la  fraction  décimale  périodique  mixte 

o ,  34  267  267  267  267  567  .... 

La  fraction  0,34267  267. .  .267(0)  est  égale  à 

34  I 

— -H 0,267  267...  267(„). 

100        100 

Elle  a  donc  (210),  lorsque  le  nombre  n  des  périodes  croît 
indéfinimenl,  une  limite  déterminée  et  égale  à 


34 


34  ^   I  267 
roo    100999 

c'est-à-dire  à 

34  X  999  +  ^^1 

34000  —  34  +  267 

99900  99900  99900 

L'énoncé  est  ainsi  vérifié. 
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213.  Lo  dcnominaieur  de  la  frariion  ordinaire  généralrice 
d'une  fraction  périodique  niixie,  étant  composé  de  chiffres  9 
suivis  d'un  certain  nombre  de.  zéros,  renferme  à  la  fois  des 
facteurs  premiers  2  et  5  et  dos  facteurs  premiers  difTérents. 

Lorsqu'on  réduira  cette  fraction  génératrice  à  sa  plus  simple 
expression,  les  facteurs  premiers  du  dénominateur  autres  que 
2  et  5  ne  pourront  pas  tous  disparaître,  sans  quoi  la  fraction 
ordinaire  correspondante  donnerait  naissance  à  un  quotient 
décimal  exact  (201  ). 

De  plus,  on  ne  pourra  jamais  diviser  par  10  les  deux  termes 
de  la  fraction  génératrice.  Si  cette  division  était  possible,  en 
efîet,  le  numérateur  serait  terminé  par  un  zéro  ;  le  dernier 
chifîre  de  la  partie  non  périodique  serait  donc  égal  au  dernier 
chiffre  de  la  période,  de  sorte  qu'on  se  serait  trompé  dans 
l'évaluation  de  cette  période,  et  qu'elle  commencerait  en  réa- 
lité un  rang  plus  tôt. 

Puisque  les  deux  termes  de  la  fraction  génératrice  ne  sont 
pas  à  la  fois  divisibles  par  to,  ce  qui  revient  à  dire  que  si  on 
peut  les  diviser  par  2  on  ne  peut  pas  les  diviser  par  5,  et  in- 
versement, on  voit  que  le  dénominateur  de  celle  fraction  con- 
tiendra, après  sa  réduction,  autant  de  facteurs  2  on  autant  de 
facteurs  5  qu'il  contenait  primitivement  de  zéros.  Par  consé- 
quent, l'exposant  le  plus  élevé  des  facteurs  premiers  o.  et  5  du 
dénominateur  de  la  fraction  ordinaire  génératrice  est  égal  an 
nombre  de  chiffres  de  la  partie  non  périodique  de  la  fraction 
périodique  mixte  donnée. 

C'est  la  réciproque  du  théorème  du  n°  207. 

214.  En  rapprochant  les  n"=  206  et  211,  207  et  213,  on  voit 
({u' une  fraction  décimale  périodique  simple  ne  peut  provenir 
que  d'une  fraction  ordinaire,  dont  le  dénominateur  est  pre- 
mier avec  10,  et  qu'une  fraction  périodique  mixte  ne  peut 
provenir  que  d'une  fraction  ordinaire,  dont  le  dénominateur 
renferme  à  la  fois  des  facteurs  premiers  2.  et  5  et  des  facteurs 
premiers  différents. 

215.  Si  des  entiers  se  trouvent  joints  à  la  fraction  décimale 
périodique  considérée,  on  en  fait  d'abord  abstraction,  et  on  les 
ajoute  ensuite  à  la  fraction  génératrice  obtenue. 
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CHAPITRE  Y. 

DES  OPÉRATIONS  ABRÉGÉES. 


BUT  DES  MÉTHODES  ABRÉGÉES. 

2ÎG.  Les  règles  du  calcul  des  nombres  entiers  et  décimaux, 
exposées  précédemment,  donnent  le  moyen  de  trouver  le  ré- 
sultat exact  d'une  opération  quelconque  à  exécuter  sur  ces 
nombres;  mais,  le  plus  souvent,  on  n'a  besoin  de  connaître 
qu'une  valeur  rapprochée  du  résultat  :  alors  on  doit  employer 
des  méthodes  p!usexpéditives,que  nous  allons  faire  connaître. 

Un  exemple  suffira  pour  faire  apprécier  l'utilité  de  ces  mé- 
thodes. Supposons  qu'on  ail  à  multiplier  l'un  par  l'autre  deux 
nombres  ayant  chacun  six  décimales,  et  qu'on  veuille  connaître 
le  produit  avec  six  décimales  exactes,  c'est-à-dire  à  une  unité 
près  du  sixième  ordre  décimal.  La  règle  que  nous  avons  in- 
diquée au  n"  189  donnera  douze  décimales;  les  six  dernières 
devant  être  supprimées,  il  était  inutile  de  les  calculer.  Par  les 
méthodes  abrégées  que  nous  allons  exposer,  on  évite  tous 
les  calculs  qui  ne  sont  pas  indispensables  pour  obtenir  l'ap 
proximation  que  l'on  a  en  vue. 

Avant  d'entrer  en  matière,  nous  ferons  une  remarque  im- 
portante relative  à  l'évaluation  approchée  d'un  nombre  entier 
ou  décimal.  Pour  évaluer  un  nombre  entier  ou  décimal  donné 
à  une  unité  près  d'un  certain  ordre,  il  suffit  de  supprimer  tous 
les  chiirres  qui  représentent  des  unités  d'ordres  inférieurs.  On 
obtient  ainsi  une  valeur  approchée  par  défaut,  et,  en  augmen- 
tant d'une  unité  le  dernier  chiffre  conservé,  on  a  une  valeur 
approchée  par  excès.  Si  le  premier  des  chiffres  supprimés  est 
inférieur  à  5,  la  valeur  par  défaut  est  évidemment  plus  appro- 
chée que  la  valeur  par  excès;  le  contraire  a  lieu  quand  le  pre- 
mier des  chiffres  supprimés  est  égal  ou  supérieur  à  5.  Consi- 
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dérons,  par  exemple,  le  nombre  3,  i4i5926535.  En  prenant 
3,  i/\i  pour  valeur  approchée  de  ce  nombre,  on  commet  une 
erreur  égale  à  o,ooo59a6535;  cette  erreur  est  moindre  que  i  mil- 
lième, mais  elle  est  plus  grande  que  -  millième;  donc  3,  i4« 
est  une  valeur  approchée  à  i  millième  près,  et  3, 142  est  une 
valeur  approchée  à  -  millième  près.  Considérons  encore  le 

nombre  27 1828.  En  prenant  27  1 800  pour  valeur  approchée  de 
ce  nombre,  on  commet  une  erreur  égale  à  28;  cette  erreur 

est  moindre  qu'une  centaine,  et  même  moindre  que-cen- 

2 

laine;  donc  271800  est  approché  à  -centaine  près;  au   con- 

traire,  271900  est  seulement  approché  à  i  centaine  près. 

II  résulte  de  ces  développements  qu'on  peut  toujours  éva- 
luerapproximalivemcnt  un  nombre  entier  ou  décimal  donné  à 
une  demi-unité  près  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  conservé.  Le 
plus  souvent,  quand  on  parle  de  nombres  calculés  avec  deux, 
trois,  quatre,...  chiffres  exacts,  on  veut  dire  que  ces  nom- 
bres sont  en  erreur  de  moins  d'une  demi-unité  de  l'ordre  du 
dernier  chiffre.  Toutefois,  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous 
bornerons  à  indiquer  comment  on  peut  obtenir  le  résultat 
d'une  opération  à  une  unité  près  d'un  ordre  quelconque,  sans 
nous  préoccuper  du  sens  de  l'erreur  commise.  Si  l'on  voulait 
obtenir  ce  résultat  à  une  demi- unité  près  de  l'ordre  du  der- 
nier chiffre,  il  n'y  aurait  qu'à  calculer  un  ou  deux  chiffres  de 
plus. 

ADDITION  ABRÉGÉE. 

217.  Règle.  —  Pour  obtenir  la  somme  de  plusieurs  nombres 
entiers  ou  décimaux  à  une  unité  près  d'un  certai?i  oidre  : 

1°  S'il  n'y  a  pas  plus  de  dix  nombres  à  ajouter,  on  évalue 
chacun  d'eux,  par  défaut,  à  une  unité  près  de  l'ordre  immé- 
diatement inférieur  à  l'ordre  de  l'unité  qui  exprime  le  degré 
d'approximation  demandé  ;  on  fait  la  somme  des  nombres  ap- 
prochés; on  supprime  le  dernier  chiffre  à  droite  du  résultat  et 
l'on  augmente  d'une  unité  le  chiffre  précédent. 

2"  S'il  y  a  plus  de  dix  et  moins  de  cent  nombres  à  ajouter, 


I 
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on  évalue  chacun  d'eux,  par  déjaut,  à  une  unité  près  de  l'ordre 
inférieur  de  deux  rangs  à  l'ordre  de  l'unité  qui  exprime  le  de- 
gré d'approximation  demandé;  on  fait  la  somme  des  nombres 
approchés  ;  on  supprime  les  deux  derniers  chiffres  à  droite  du 
résultat  et  l'on  augmente  d'une  unité  le  chiffre  précédent . 
Et  ainsi  de  suite. 

:r  oieni,  par  exemple,  les  six  nombres 

3,i4i59,     9,8696,     3,i83,     34,557519,     i3,oii,     31,7734, 

et  supposons  qu'on  veuille  obtenir  leur  somme  à  0,01  près. 
D'après  la  règle  énoncée,  on  ne  doit  conserver  que  trois  déci- 
males dans  les  nombres  proposés,  et  l'on  dispose  l'opération 
comme  il  suit  : 

3,i4i 

9^869 

3,i83 
34,557 
i3,oi I 
31,773 

95,534 

Supprimant  le  dernier  chiffre  à  droite  du  résultat  et  augmen- 
tant d'une  unité  le  chiffre  précédent,  on  obtient  le  nombre 
95,54,  qui  est,  à  0,01  près,  par  défaut  ou  par  excès,  la  somme 
des  nombres  proposés. 

En  effet,  l'erreur  commise  sur  chaque  nombre  est  moindre 
que  0,001;  par  suite,  comme  il  n'y  a  pas  plus  de  dix  nombres, 
la  somme  des  erreurs  est  moindre  que  0,001  X  10  ou  moindre 
que  0,01.  La  somme  des  nombres  proposés  est  donc  comprise 
enire  95,534  ctg5,534  +  0,01.  Aplus  forte  raison,  cette  somme 
est  comprise  entre  95,53  et  95,55;  par  conséquent,  95,54  est 
une  valeur  de  la  somme  demandée,  à  0,01  près,  par  défaut  ou 
par  excès. 

Si  l'un  des  chiffres  que  l'on  supprime,  en  appliquant  la  règle 
précédente,  exprime  des  unités  simples  ou  des  unités  d'un 
ordre  supérieur,  il  (aut  avoir  soin  de  mettre  un  zéro  à  sa  place. 
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SOUSTRACTION  ABRÉGÉE. 


218.  Règle.  —  Pour  obtenir  la  différence  de  deux  nombres 
entiers  ou  décimaux  à  une  unité  près  d'un  certain  ordre,  on 
évalue  ces  nombres,  tous  deux  par  défaut  ou  tous  deux  par 
excès,  à  une  unité  près  de  cet  ordre,  et  l'on  prend  ensuite  la 
différence  des  nombres  approchés. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  nombres 
9,8696,     3,141592, 

et  supposons  qu'on  veuille  obtenir  leur  diflerence  à  0,001 
près.  D'après  la  règle  énoncée,  on  ne  doit  conserver  (jue  trois 
décimales  dans  les  nombres  proposés,  et  l'on  dispose  l'opéra- 
tion comme  il  suit  : 

9^869 

3,141 

6,728 

Le  résultat  trouvé,  6,728,  exprime  la  différence  des  nombres 
proposés,  à  0,001  près,  par  défaut  ou  par  excès. 

En  effet,  pour  avoir  la  différence  exacte  des  nombres  pro- 
posés, il  suffirait  d'augmenter  ou  de  diminuer  6, 728  de  la  dif- 
férence des  quantités  dont  on  a  altéré  les  nombres  proposés; 
ces  quantités  sont  plus  petites  que  0,001;  il  en  est  donc  de 
même  de  leur  différence.  Par  conséquent,  6,728  diffère  de 
moins  de  0,001  du  résultat  exact. 

MULTIPLICATION  ABRÉGÉE. 

219.  Règle.  —  Pour  obtenir,  à  une  unité  près  d'un  certain 
ordre,  le  produit  de  deux  nombres  entiers  ou  décimaux,  on 
écrit  le  chiffre  des  unités  du  multiplicateur  au-dessous  du 
chiffre  du  multiplicande  qui  représente  des  unités  cent  fois 
plus  petites  que  celle  qui  exprime  le  degré  d' approximation 
demandé  ;  on  écrit  ensuite  les  autres  chiffres  du  multiplicateur 
dans  l'ordre  inverse  de  l'ordre  ordinaire,  c'est-à-dire  les  di- 
zaines, centaines,  etc.,  à  droite  du  chiffre  des  unités,  les 
dixièmes,  centièmes,  etc.,  à  gauche  du  chiffre  des  unités.  On 
multiplie  ensuite  le  multiplicande  par  chaque  chiffre  signifî- 
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catifdu  multiplicateur,  en  commençant  chaque  multiplication 
par  le  chiffre  du  multiplicande  qui  est  au-dessus  du  chiffre  du 
multiplicateur.  On  écrit  tous  ces  produits  partiels  les  uns  au- 
dessous  des  autres,  de  manière  que  les  derniers  chiffres  à  droite 
se  correspondent,  et  on  les  ajoute.  On  supprime  les  deux  der- 
niers chiffres  à  droite  de  lasomme  et  l'on  augmente  d'une  unité 
le  chiffre  précédent.  Enfin  on  fait  exprimer  au  résultat  des 
unités  de  l'ordre  de  celle  qui  exprime  le  degré  d'approximation 
demandé. 

Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  étant  écrits  comme  il 
vient  d'être  indiqué,  il  peut  arriver  que  certains  cliiffres  du 
multiplicateur  n'aient  pas  de  chiffres  correspondants  au-dessus 
d'eux,  soit  à  droite,  soit  à  gauche  du  multiplicande.  Dans  le 
premier  cas,  on  écrit,  à  la  droite  du  multiplicande,  autant  de 
zéros  qu'il  est  nécessaire  avant  de  commencer  l'opération; 
dans  le  second  cas,  on  opère  sans  tenir  compte  des  chilTres 
du  multiplicateur  qui  n'ont  pas  de  correspondants  au-dessus 
d'eux. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  nombres 

31,415926535897,     986,96070733, 

et  supposons  qu'on  veuille  obtenir  leur  produit  à  0,001  près. 
Le  chiffre  des  unités  du   multiplicateur   devra  être  écrit, 
conformément  à  la  règle,  au-dessous  du  chiffre  des  cent-mil- 
lièmes du  multiplicande,  et  l'opération  sera  disposée  comme 

il  suit  : 

31415926535897 
33707069689 

2827433385 

25 I 327408 

18849552 

2827431 

188490 
2198 


3100628485 


Le  produit  demandé  est  3ioo6,285  à  0,001  près. 
En  effet,  ou  voit,  par  la  manière  dont  l'opération  est  dis- 
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posée,  que  les  produits  partiels  expriment  tous  des  unités  de 
même  ordre  que  le  chiffre  du  nuiltiplicande  sous  lequel  est 
écrit  le  «chiffre  des  unités  du  mulliplicateur  :  ces  produits 
partiels  expriment  ici  des  cent-  millièmes,  et  leur  somme 
3ioo6, 28485  est  évidemment  plus  petite  que  le  produit  exact 
des  deux  nombres  proposés. 

Cela  pose,  dans  chaque  multiplication  partielle,  nous  avons 
négligé  la  partie  du  multiplicande  à  droite  du  chiffre  qui  cor- 
respond au  chiffre  du  multiplicateur.  Le  nombre  exprimé  pai 
ces  chiffres  est  moindre  qu'une  unité  de  l'ordre  du  chiffre  à 
partir  duquel  commence  la  multiplication;  d'où  il  suit  que 
l'erreur  commise  sur  le  produit  partiel  en  question  est  moindre 
que  le  produit  d'un  cent-millième  par  le  chiffre  du  multiplica- 
teur. Par  conséquent,  la  somme  des  erreurs  commises  dansles 
diverses  multiplications  partielles  est  moindre  que  le  produit 
d'un  cent-millième  par  la  somme  des  chiffres  employés  au 
multiplicateur,  c'est-à-dire  moindre  que 

(9-f-  8  +  6-t-9-t-G-i-7-;-7)Xo, 0000 1 , 

ou  que  52  X  0,00001. 

En  outre,  nous  avons  négligé  entièrement  le  produit  du 
multiplicande  par  la  partie  33  à  gauche  du  multiplicateur.  Le 
nombre  exprimé  par  ces  chiffres  est  moindre  qu'une  unité 
de  l'ordre  du  chiffre  7  écrit  au-dessous  du  premier  chiffre  3 
du  multiplicande;  d'ailleurs,  le  nombre  exprimé  par  tous  les 
chiffres  du  multiplicande  qui  suivent  le  premier  chiffre  est 
moindre  qu'une  unité  de  l'ordre  de  ce  premier  chiffre;  par 
conséquent,  l'erreur  provenant  des  chiffres  négligés  dans  le 
multiplicateur  est  moindre  que  le  produit  d'un  cent-millième 
par  3  H-  I,  c'est-à-dire  moindre  que  4X  0,00001. 

En  résumé,  le  nombre  3ioo6, 28485  est  en  erreur,  sur  le  pro- 
duit des  nombres  proposés,  d'une  quantité  inférieure  à  52  -}-4 
ou  ^Q  cent-millièmes,  et,  à  plus  forte  raison,  inférieure  à  loo 
cent-millièmes  ow  à  i  millième.  Le  produit  des  nombres  propo- 
sés est  donc  compris  entre  3 1006, 28485  et  3 1006,28^85-1-0,001. 
A  plus  forte  raison,  ce  même  produit  est  compris  entre 
31006,284 et  31006,286;  par  conséquent,  le  nombre  3ioo6,285, 
formé  d'après  la  règle,  est  le  produit  des  nombres  proposés  à 
0,001  près,  par  défaut  ou  par  excès. 

On  se  dispense  habituellement  d'écrire  les  chiffres  du  mul- 
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tiplicande  et  du  mulliplicaleur  qu'on  ne  doit  pas  employer; 
l'opération  est  alors  disposée  comme  il  suit  : 

314^59265 
'^0-^069689 

2827433385 

25i3274o8 

18849552 

2827431 

188490 

2198 

21 


3100628485 


Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  conduit  à  cette 
conséquence  :  Pour  que  la  règle  donnée  soit  exacte,  il  faut, 
dans  le  cas  où  tous  les  chiffres  du  multiplicateur  ont  été  em- 
ployés, que  la  somme  de  ces  chiffres  ne  surpasse  pas  100;  et, 
dans  le  cas  où  tous  les  chiffres  du  multiplicateur  n'ont  pas 
été  employés,  il  faut  que  la  somme  des  chiffres  employés,  aug- 
mentée du  premier  chiffre  à  gauche  du  multiplicande  et  d'une 
unité,  ne  surpasse  pas  100.  Cette  condition  est  le  plus  souvent 
remplie;  lorsqu'elle  ne  l'est  pas,  la  règle  doit  subir  les  deux 
modifications  que  voici  : 

1°  Le  chiffre  des  unités  du  multiplicateur  doit  être  écrit  au- 
dessous  du  chiffre  du  multiplicande  qui  représente  des  unités 
mille  fois  plus  petites  que  celle  qui  exprime  le  degré  d'approxi- 
mation demandé. 

2°  La  somme  des  produits  partiels  du  multiplicande  par  les 
divers  chiffres  du  multiplicateur  ayant  été  formée  conformé- 
ment à  la  règle,  il  faut  supprimer  les  trois  derniers  chiffres  à 
droite  de  cette  somme  et  augmenter  le  chiffre  précédent  d'une 
unité. 

La  règle  ainsi  modifiée  satisfait  à  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter  dans  la  pratique. 

On  voit  aussi  qu'on  peut  simplifier  la  règle  dans  le  cas  où  la 
somme  des  chiffres  du  multiplicateur  est  inférieure  à  10.  On 
peut  alors  effectivement  calculer  un  chiffre  de  moins  dans 
chaque  produit  partiel;  cette  simplification  est  évidente,  et 
nous  n'insisterons  pas  davantage. 

s.  et  de  C.  —  Arithm.  9 
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DIVISION  ABRÉGÉE. 

220.  Ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  191,  pour  diviser  l'un  par  l'autre 
deux  nombres  décimaux,  il  faut  multiplier  ces  nombres  par 
l'unilé  suivie  d'aulanl  de  zéros  qu'il  y  a  de  décimales  dans  le 
diviseur  et  faire  ensuite  la  division  des  nombres  résultants;  le 
diviseur  devient  alors  un  nombre  entier. 

En  outre,  dans  la  division  d'un  nombre  entier  ou  décimal  par 
un  entier,  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  l'unité  qui  ex- 
prime le  degré  d'approximation  demandé  soit  une  unité  simple. 
Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  quotient 
de  3471 ,326  par  7  à  un  centième  près;  le  quotient  demandé 
contiendra  évidemment  autant  de  centièmes  qu'il  y  a  d'unités 
dans  un  quotient  100  fois  plus  grand;  il  suffira  donc  de  cher- 
cher le  quotient  de  347i32,6  par  7  à  une  unité  près  et  de  faire 
exprimer  des  centièmes  au  résultat.  De  même,  si  l'on  veut  se 
borner  à  évaluer  le  quotient  de  3471 ,326  par  7  à  une  dizaine 
près,  on  remarquera  que  le  quotient  demandé  contient  autant 
de  dizaines  qu'il  y  a  d'unités  dans  un  quotient  10  fois  plus  pe- 
tit ;  il  faudra  donc  évaluer  le  quotient  de  347,i326  par  7  à  une 
unité  près  et  faire  exprimer  ensuite  des  dizaines  au  résultat. 

On  voit  par  là  que  tous  les  cas  de  la  division  peuvent  se  ra- 
mener au  cas  où  il  s'agit  de  trouver,  à  une  unité  près,  le  quo- 
tient d'un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  entier.  On  peut 
même  toujours  faire  en  sorte  que  le  dividende  soit  un  nombre 
entier,  en  y  supprimant  la  virgule  et  en  écrivant  à  la  droite  du 
diviseur  autant  de  zéros  qu'il  y  avait  de  décimales  dans  le  di- 
vidende; mais  ces  zéros  ne  jouent  aucun  rôle  dans  les  calculs 
et  il  vaut  mieux  ne  pas  les  écrire. 

221.  La  division  d'un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  en- 
tier peut  s'effectuer  d'une  manière  abrégée  au  moyen  de  la 
règle  suivante  : 

Règle.  —  Pour  obtenir,  à  une  unité  près,  le  quotient  d'un 
nombre  entier  ou  décimal  par  un  entier,  on  commence  par 
déterminer  le  nombre  des  chijfres  du  quotient. 

On  prend  sur  la  gauche  du  diiiseur  assez  de  chiffres  pour 
que  le  nombre  qu'ils  expriment  soit  au  moins  égal  à  9  fois  le 
nombre  des  chiffres  du  quotient;  ces  chiffres  forment  le  dernier 
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DIVISEUR.  On  compte,  à  la  suite  du  dernier  diviseur,  autant  de 
chiffres  moins  un  qu'il  doit  y^  en  avoir  dans  le  quotient,  et 
l'on  efface  tous  ceux  qui  suivent;  les  chiffres  qui  restent  au 
diviseur  forment  le  premier  diviseur.  Ensuite  on  efface,  sur  la 
droite  du  dividende,  outre  les  décimales  qui  peuvent  s'f  trou- 
ver, autant  de  chiffres  qu'il  y  en  a  dans  le  diviseur  proposé  à  la 
droite  du  dernier  diviseur;  la  partie  conservée  au  dividende 
forme  le  premier  dividende. 

On  divise  le  premier  dividende  par  le  premier  diviseur  et  l'on 
a  ainsi  le  premier  chiffre  du  quotient  ;  le  reste  obtenu  est  le 
DEUXIÈME  dividende.  On  efface  le  dernier  chiffre  à  droite  du 
premier  diviseur  et  l'on  a  le  deuxième  diviseur.  On  divise  le 
deuxième  dividende  par  le  deuxième  diviseur  et  l'on  obtient 
le  deuxième  chiffre  du  quotient.  On  continue  ainsi  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  obtenu  tous  les  chiffres  du  quotient. 

Le  nombre  écrit  au  quotient  est,  à  une  unité  près,  par  défaut 
ou  par  excès,  le  quotient  des  nombres  proposés. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  obtenir  le  quotient 
de  2209368217,79  par  802198  à  une  unité  près.  Le  quotient 
demandé  doit  avoir  quatre  chiffres  ;  le  produit  de  4  par  9  étant 
36,  nous  prenons,  suivant  la  règle,  les  deux  premiers  chiffres 
8  et  0  du  diviseur  proposé  pour  former  le  dernier  diviseur; 
prenant  encore  3  chiffres  à  la  droite  de  ces  deux-ci,  nous  ob- 
tenons le  premier  diviseur  80219,  et  nous  effaçons  le  chiffie  8 
qui  suit  le  premier  diviseur.  Passant  au  dividende,  nous  effa- 
çons les  deux  décimales  et  les  quatre  derniers  chiffres  de  la 
partie  entière,  parce  qu'il  y  a  quatre  chiffres  dans  le  diviseur 
proposé  à  la  droite  du  dernier  diviseur;  le  premier  dividende 
est  ainsi  220986.  Nous  disposons  l'opération  comme  il  suit,  en 
marquant  d'un  astérisque  les  chiffres  qu'on  doit  effacer  tout 
d'abord  et  ceux  qu'on  efface  dans  le  courant  du  calcul  : 


2209368217,79 
60498 
4351 
341 

2! 


802198 


2754 


Le  nombre  2754,  obtenu  conformément  à  la  règle  énoncée, 
est  le  quotient  des  nombres  proposés  à  une  unité  près, 

9- 
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En  effet,  djns  l'opéralion  iju'on  vient  d'exécuter,  on  a  re- 
tranché successivement  du  dividende  proposé,  non  pas  les  pro- 
duits exacts  du  diviseur  par  les  différents  cliiffres  écrits  au 
quotient,  mais  ces  mêmes  produits  diminués  chacun  d'une 
certaine  quantité;  l'excès  du  dividende  sur  les  produits  dont 
il  s'agit  est  le  nombre  218217,79,  que  l'on  forme  en  écrivant  à 
la  droite  du  dernier  reste  21  les  chiffres  effacés  au  dividende. 
11  résulte  de  là  que  le  nombre  2754  est  le  quotient  exact  que 
l'on  obtiendrait  en  divisant,  par  le  diviseur  proposé,  le  divi- 
dende proposé  diminué  du  reste  218217,79  et  augmenté  des 
produits  qui  ont  été  négligés  dans  la  multiplication  du  diviseur 
par  2754.  Si  la  somme  de  ces  produits  négligés  et  le  reste  total 
218217,79  sont  tous  deux  inférieurs  au  diviseur  proposé,  il 
est  clair  que  2754  sera  égal  au  quotient  exact  que  l'on  obtien- 
drait en  divisant,  par  le  diviseur  proposé,  le  dividende  proposé 
augmenté  ou  diminué  d'un  nombre  inférieur  au  diviseur, 
nombre  qui  peut  même  se  réduire  à  zéro.  Par  conséquent, 
dans  l'hypothèse  admise,  le  dividende  proposé  contiendra  au 
moins  2753  fois  le  diviseur  proposé,  mais  il  ne  le  contiendra 
pas  2755  fois;  le  quotient  demandé  sera  donc  2754  à  une  unité 
près,  par  défaut  ou  par  excès. 

Tout  estdonc  ramené  à  prouver:  1°  que  le  reste  total  2 182 17, 79 
est  inférieur  au  diviseur  proposé;  2°  que  la  somme  des  pro- 
duits négligés  dans  la  multiplication  du  diviseur  proposé  par 
les  chiffres  écrits  au  quotient  est  aussi  moindre  que  le  divi- 
seur. 

Le  premier  point  est  évident;  car  le  dernier  reste  21  est 
nécessairement  moindre  que  le  dernier  diviseur  80;  d'ailleurs 
les  chiffres  effacés  dans  la  partie  entière  du  dividende  sont  en 
même  nombre  que  les  chiffres  qui  suivent  le  dernier  diviseur, 
dans  le  diviseur  proposé.  Donc  le  reste  total  218217,79  est 
moindre  que  le  diviseur  802198. 

Pour  établir  le  second  point,  il  faut  apprécier  la  valeur  des 
produits  négligés  dans  la  mulliplicalion  du  diviseur  proposé 
par  le  nombre  écrit  au  quotient.  En  multipliant  le  diviseur  par 
le  premier  chiffre  du  quotient,  nous  n'avons  pas  eu  égard  aux 
chiffres  qui  suivent  le  premier  diviseur;  de  même,  en  multi- 
pliant le  diviseur  par  le  deuxième  chiffre  du  quotient,  nous 
avons  négligé  les  chiffres  qui  suivent  le  deuxième  diviseur,  et 
ainsi  de  suite.  En  un  mot,  nous  avons  opéré  comme  nous  l'eus- 
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sions  fait  s'il  eût  été  question  de  multiplier,  d'après  la  méthode 
abrégée,  le  diviseur  proposé  par  le  quotient.  Dans  cette  mul- 
tiplication abrégée,  le  chiffre  4  des  unités  du  quotient  renversé 
serait  écrit  au-dessous  du  dernier  chiffre  o  du  dernier  divi- 
seur 80,  chiffre  qui  occupe  la  place  des  dizaines  de  mille;  l'er- 
reur qui  affecte  la  somme  des  produits  partiels  obtenus  dans 
la  multiplication  abrégée  dont  il  s'agit  est  donc  inférieure  au 
nombre  formé  d'autant  de  dizaines  de  mille  qu'il  y  a  d'unités 
dans  la  somme  des  chiffres  du  quotient  (219).  Le  nombre  des 
chiffres  du  quotient  étant  4>  l'erreur  dont  il  s'agit  est,  à  plus 
forte  raison,  moindre  que  4X9  dizaines  de  mille.  Or  le  der- 
nier diviseur  80  est,  d'après  la  règle,  au  moins  égal  34X9; 
donc  la  somme  des  produits  négligés,  en  multipliant  le  divi- 
seur proposé  par  les  chiffres  écrits  au  quotient,  est  moindre 
que  80  dizaines  de  mille;  cette  somme  est  donc,  à  plus  forte 
raison,  moindre  que  le  diviseur  proposé  802198. 

On  se  dispense  habituellement  d'écrire  les  chiffres  suppri- 
més tout  d'abord  au  dividende  et  au  diviseur;  l'opération  est 
alors  disposée  comme  il  suit  : 

220986 

60498 

435 1 

341 

21 


^754 


222.  Il  peut  arriver  que,  dans  une  division  abrégée,  l'un 
des  dividendes  successifs  contienne  10  fois  le  diviseur  corres- 
pondant; la  règle  suivante  se  rapporte  à  ce  cas  particulier  : 

Lorsque,  en  appliquant  la  règle  du  n°  221,  07i  obtient  un  divi- 
dende qui  contient  10  fois  le  diviseur  correspondant ,  on  ter- 
mine l'opération  en  augmentant  d'une  unité  le  dernier  chiffre 
écrit  au  quotient  et  en  mettant  à  la  droite  de  ce  chiffre  autant 
de  zéros  quil  reste  de  chiffres  à  écrire. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  le  quotient  de 
4851729235  par  782543  à  une  unité  près. 


4851729235 
i5G48 


782543 


bi{io)o 
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On  oblieni  pour  troisième  dividende  le  nombre  7828  qui  con- 
lieni  10  fois  le  troisième  diviseur  782;  écrivons  le  nombre  (10) 
à  la  place  des  dizaines  du  quotient,  comme  si  ce  nombre  n'a- 
vait qu'un  seul  chiffre,  el  continuons  l'opération.  Comme  le 
deuxième  reste  7828  qui  sert  de  troisième  dividende  est 
moindre  que  le  deuxième  diviseur  7825,  et  que  ce  troisième 
dividende  contient  10  fois  le  troisième  diviseur  782,  il  est  évi- 
dent que  le  troisième  reste  n'aura  qu'un  seul  chiffre.  D'ailleurs, 
le  dernier  diviseur  a  au  moins  deux  chiffres  :  donc  tous  les 
chiffres  (ju'il  reste  à  écrire  au  quotient  sont  des  zéros.  Le  rai- 
sonnement du  n°  221  s'applique  sans  modification  à  notre 
exemple;  ainsi  le  quotient  demandé  est  61(10)0  ou  6200  à  une 
unité  près.  A  la  vérité,  dans  l'appréciation  de  l'erreur  commise 
en  multipliant  le  diviseur  par  les  chiffres  écrits  au  quotient, 
on  a  remplacé  (221)  chaque  chiffre  par  sa  limite  supérieure 
qui  est  9,  tandis  qu'ici  l'un  de  ces  chiffres  est  censé  contenir 
10  unités.  Mais  le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage 
suppose  seulement  que  la  somme  des  chiffres  du  quotient  est 
inférieure  à  9  fois  le  nombre  de  ces  chiffres;  il  ne  pourrait 
donc  rester  d'incertitude  que  dans  le  cas  où  l'on  serait  conduit 
à  écrire  10  pour  le  dernier  chiffre  du  quotient,  les  chiffres  pré- 
cédents étant  tous  égaux  à  9  :  dans  ce  cas,  notre  règle  donne 
pour  le  quotient  demandé  l'unité  suivie  de  plusieurs  zéros,  et 
l'on  reconnaîtra  immédiatement  si  ce  résultat  est  exact  ou  s'il 
faut  le  diminuer  d'une  unité. 

223.  Lorsqu'il  n'y  a  pas  assez  de  chiffres  dans  le  diviseur 
proposé  pour  former,  suivant  la  règle  du  n°  221,  le  premier 
diviseur,  il  est  nécessaire  de  déterminer  le  premier  chiffre  ou 
quelques-uns  des  premiers  chiffres  du  quotient,  par  la  mé- 
thode vulgaire,  avant  d'employer  la  méthode  abrégée.  On 
pourrait  à  la  vérité  écrire  un  même  nombre  de  zéros  à  la  droite 
du  dividende  et  du  diviseur,  de  manière  à  compléter  les 
chiffres  nécessaires  pour  former  le  premier  diviseur,  mais  il 
est  aisé  de  voir  que  cette  seconde  manière  d'opérer  est  iden- 
tique à  la  première. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  le  quotient  de 
81415,926535897  par  27,1828  a  0,001  près.  D'après  ce  qui  a  été 
dit  au  n°220,  il  faut  supprimer  la  virgule  au  diviseur,  la  recu- 
ler de  sept  rangs  vers  la  droite  dans  le  dividende,  chercher  le 
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quotient  des  nombres  obtenus  à  une  unité  près  et  laire  expri- 
mer des  millièmes  au  résultat.  Le  quotient  des  nombres 
314159265358,97  et  271828  contient  sept  chiffres;  mais  on  ne 
pourra  déterminer  que  les  quatre  derniers  chiffres  par  la  mé- 
thode abrégée.  Le  dernier  diviseur  sera  271,  et  comme  il  a 
trois  chiffres  à  sa  droite  dans  le  diviseur  proposé,  les  trois  der- 
niers chiffres  de  la  partie  entière  du  dividende  ne  seront  pas 
employés;  il  est  donc  inutile  d'écrire  ces  chiffres  et  l'opération 
sera  disposée  comme  il  suit  : 

■»  *  ■« 
314159265     271828 

423312.         1155728 

i5i4846 

£557065 

197925 

7651 

22l5 

47 

Les  trois  premiers  chiffres  du  quotient  ont  été  déterminés  par 
la  méthode  vulgaire,  les  quatre  derniers  par  la  méthode  abré- 
gée. Le  quotient  demandé  est  1155,728  a  un  millième  près. 
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LIVRE  QUATRIÈME. 

LES  NOMBRES   INCOMMENSURABLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE  DE  LA  RACINE  CARRÉE, 


DÉFINITIONS. 

224.  Si  deux  grandeurs  sont  des  multiples  d'une  même  troi- 
sième grandeur,  celte  troisième  grandeur  est  une  commune 
mesure  des  deux  premières. 

Deux  grandeurs  sont  6'C»m/?/en5?<rrt6/É'5  ou  incommensurahles 
entre  elles,  suivant  qu'elles  ont  ou  qu'elles  n'ont  pas  de  com- 
mune mesure. 

Lorsqu'une  grandeur  ou  une  quantité  variable  X  se  rap- 
proche indéfiniment  d'une  grandeur  ou  d'une  quantité  fixe  A, 
de  manière  que  la  différence  A  —  X  ou  X  —  A  puisse  être 
rendue  plus  petite  que  toute  quantité  donnée,  on  dit  que  A 
est  la  limite  de  X.  La  théorie  des  fractions  décimales  périodi- 
ques nous  a  déjà  offert  (210)  un  exemple  de  limite. 

225.  Si  une  grandeur  a  une  commune  mesure  avec  l'unité 
choisie,  celte  commune  mesure  est  égale  à  l'unité  elle-même 
ou  à  une  partie  aliquote  de  l'unité.  Dans  le  premier  cas,  la 
grandeur  est  mesurée  par  un  nombre  entier;  dans  le  second 
cas,  par  un  nombre  fractionnaire  (133). 

Réciproquement,  toute  grandeur  mesurée  par  un  nombre 
entier  ou  fractionnaire  est  commensurable  avec  l'unité,  car 
cette  grandeur  est  un  multiple  de  l'unité  ou  d'une  partie  ali« 
quote  de  l'unité. 
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Une  grandeur  incomu  ciiturable  avec  l'unilé  ne  peul  donc 
être  mesurée  ni  par  un  nombre  cniier,  ni  par  un  nombre  frac- 
lionnaire. 

226.  Un  nombre  esi  û\l  commensurable  ou  incommensurable 
suivant  que  la  grandeur  dont  il  exprime  la  mesure  est  com- 
mensurable  ou  incommensurable  avec  l'unilé  choisie. 

Les  nombres  commensurables  sonl  les  entiers  et  les  frac- 
tions (225). 

D'après  ce  qui  précède,  les  nombres  incommensurables  ne 
peuvent  être  représentés  exactement  qu'à  l'aide  de  symboles 
particuliers;  mais  on  peut  toujours  indiquer  des  nombres 
commensurables  qui  en  approchent  autant  qu'on  veut;  c'est 
ce  que  nous  allons  véiitier  pour  les  racines. 

DU  CARRÉ  ET  DE  LA  RACINE  CARRÉE. 

227.  Le  carré  ou  la  deuxième  puissance  d'un  nombre  est  le 
produit  de  deux  facteurs  égaux  à  ce  nombre  (71).  Ainsi  le  carré 

2  2  2  4       XT 

de  5  est  5  X  5  ou  2.5;  le  carre  de  -r  est  ^^  X  ô  O"  -'  rsous  sa- 

0009 

vons  que,  pour  élever  une  fraction  au  carré,  il  faut  élever  ses 

deux  termes  au  carré  (175). 

La  racine  carrée  d'un   nombre  N   est  le  nombre  qu'il  faut 

élever  au  carré  pour  reproduire  N.  Ainsi,  aS  étant  le  carré  de 

5,  la  racine  carrée  de  25  est  5.  De  même,  -  étant  le  carré  de 

9 

2  ,        •  '    j   4     . 2 

^1  la  racine  carrée  de  -  est  -  • 

3  9        ^ 

228.  Pour  représenter  la  racine  carrée  d'un  nombre,  on  place 
à  la  gauche  de  ce  nombre  le  signe  v/  ,  nommé  radical.  Ainsi  /^ 

et  i /-  représentent  respectivement  les  racines  carrées  de  aS 

et  de  -• 
9 

229.  Tout  nombre  qui  est  le  carré  d'un  nombre  entier  ou 
fractionnaire  est  dit  carré  parfait. 
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230.  Nous  avons  vu  (176)  qu'un  nombre  eniier  qui  n'esl  pas 
le  carré  d'un  nombre  eniier  ne  peut  être  non  plus  le  carré  d'une 
fraction;  ce  n'esl  donc  pas  un  carré  parfail.  De  même  (177) 
toute  fraction  irréduclible  dont  les  deux  termes  ne  sont  pas 
des  carrés  parfaits  ne  peut  être  elle-même  un  carré  parfait. 

Les  racines  carrées  des  nombres  entiers  qui  ne  sont  pas 
carrés  parfaits  et  des  fractions  irréductibles  dont  les  deux  ter- 
mes ne  sont  pas  carrés  parfaits,  ne  pouvant  être  exprimées 
exactement  ni  par  un  nombre  entier  ni  par  une  fraction,  sont 
des  nombres  incommensurables  dont  on  peut  obtenir  la  va- 
leur avec  une  approximation  quelconque  (226).  Ainsi,  \/2  et 

V 


/5 
-  sont  des  nombres  incommensurables. 

7 


231.  L'opération  par  laquelle  on  détermine  la  racine  carrée 
d'un  nombre  est  appelée  extraction  de  la  racine  carrée. 

La  question  que  nous  devons  résoudre  est  celle-ci  : 

Étant  donné  un  nombre  N,  entier  ou  fractionnaire,  extraire 
sa  racine  carrée,  exactement  si  N  est  un  carré  parfait,  avec 
l'approximation  imposée  dans  le  cas  contraire. 

Pour  y  arriver,  il  est  nécessaire  d'établir  d'abord  quelques 
propriétés  des  carrés. 

COMPOSITION  DU  CARRÉ  D'UNE  SOMME  DE  DEUX  PARTIES. 

232.  I.  Le  carré  d'une  somme  formée  de  deux  parties  est 
égal  au  carré  de  la  première  partie,  plus  deux  fois  le  produit 
de  la  première  partie  par  la  seconde,  plus  le  carré  de  la  se- 
conde. 

Soit  la  somme  7  +  5.  Son  carré  (7  +  5y  est  le  produit  de 
deux  facteurs  égaux  à  7  +5;  on  obtiendra  donc  ce  carré  en 
multipliant  7-4-5  par  7,  puis  7  +  5  par  5,  et  en  ajoutant  en- 
suite  les  deux  résultats  trouvés  (45).  Or  on  a  (44) 

(7+5)X7  =  7X7H-5x7  =  7-+7X5, 
(7  +  5)x5  =  7X5-4-5x5  =  7  x5-^5». 


Par  suite, 


(7 


■  5)^=7'-+-  2X7X54-5'. 
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Tout  nombre  eniicr  plus  grand  que  g  ctani  forme  dr 
dizaines  et  d'unités,  on  peut  donc  dire  d'une  manière  géné- 
rale que  le  carré  d' un  nombre  composé  de  dizaines  et  d'uniti^ 
est  égal  au  carré  des  dizaines,  plus  deux  fois  le  produit  des 
dizaines  par  les  unités,  plus  le  carré  des  unités. 

233.  IL  La  dijférence  des  carrés  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  est  égale  au  double  du  plus  petit  nombre,  augmenté 
d'une  unité. 

Soient  «  el  a -f- 1  deux  entiers  consécutifs,  on  a,  d'après  le 
numéro  précédent, 

[a  -\-  I  )=  =  a^  +  ia  -h  I 

et,  par  conséquent, 

(  a  -H  I  )^  —  «'  =  2  a  4-  I . 


On  a,  de  même, 


ou 


2/  4 


-     —  rt==«-t-  y. 

2/  4 


Lorsque  deux  nombres  diffèrent  de  -■>  leurs  carrés  diffèrent 
donc  du  plus  petit  d'entre  eux  augmenté  de  y 


REMARQUES  SUR  LES  CARRÉS  DES  NOMBRES  ENTIERS. 

234.  Les  neuf  premiers  nombres 

I,     2,     3,     4,     5,     6,     7,     8,    9 
ont  pour  carrés 

I,     4>     9>   '6»  2'>,  36,  49»  64,  81. 

L'inspection  de  cette  table  conduit  à  quelques  remarques 
utiles. 

Observons  d'abord  que  le  carré  d'un  entier  composé  de 
dizaines  et  d'unités  est  terminé  par  le  même  chiffre  que  le 
carré  de  ses  unités  (232). 
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On  en  conclut  que  les  carrés  des  nombres  terminés  par  i 
ou  par  9,  par  1  ou  par  8,  par  3  ou  par  7,  par  4  ou  par  6,  par  5, 
sont  respectivement  terminés  par  i,  par  4,  par  9,  par  6  et  par  5. 

On  peut  même  ajouter  que  les  carrés  des  entiers  terminés 
par  5  sont  terminés  par  -25.  En  effet,  dans  ce  cas,  le  double 
produit  des  dizaines  par  les  unités  est  terminé  par  deux  zéros 
comme  le  carré  des  dizaines,  et,  quand  on  ajoute  les  trois  par- 
lies  qui  composent  le  carré  du  nombre  donné,  le  carré  25  du 
chiffre  5  des  unités  remplit  seul  les  deux  premières  colonnes. 

Notons  enfin  que  les  carrés  des  entiers  terminés  par  des 
zéros  sont  toujours  terminés  par  un  nombre  double  de 
zéros  (39). 

Ce  qui  précède  fournit  immédiatement  les  caractères  d'ex- 
clusion que  nous  allons  énoncer  : 

Tout  nombre  entier  terminé  par  l'un  des  chiffres  2,  3,  7,  8 
n'est  pas  un  carré  parfait  ;  il  en  est  de  même  de  tout  nombre 
entier  terminé  par  5,  sans  que  le  chiure  de  ses  dizaines  soit 
égal  à  2,  et  de  tout  nombre  entier  terminé  par  un  nombre 
impair  de  zéros. 

Celte  dernière  conséquence  résulte  aussi  du  théorème  du 
n°  127.  Soit,  en  effet,  43ooo;  ce  nombre  étant  terminé  par  un 
nombre  impair  de  zéros  contient  l'un,  au  moins,  des  facteurs 
2  et  5  avec  un  exposant  impair;  il  ne  peut  donc  être  carré 
parfait. 

En  général,  un  nombre  enlier  ne  peut  être  carré  parfait 
lorsque,  étant  divisible  par  une  puissance  impaire  d'un  nombre 
premier,  il  ne  l'est  plus  par  la  puissance  immédiatement  supé- 
rieure. Si  l'on  reconnaît,  par  exemple,  qu'un  entier  est  divi- 
sible par  3  sans  l'être  par  9,  on  peut  affirmer  que  cet  entier 
n'est  pas  carré  parfait. 

233.  Les  carrés  des  puissances  de  10,  savoir  ; 

10,  100,  1000,  lOOOO,  ... 


sont  respectivement 


loooooo,         100000000, 


11  en  résulte  que  la  racine  carrée  d'un  nombre  plus  petit 
que  100  n'a  qu'un  chiffre  à  sa  partie  entière,  que  celle  d'un 
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nombre  compris  entre  loo  cl  loooo  a  deux  chiffres  à  sa  partie 
entière,. . . . 

EXTRACTION    DE   LA   RACINE   CARRÉE  D'UN   NOMBRE   ENTIER 
OU  FRACTIONNAIRE,  A  L'UNITÉ  PRÈS. 

236.  Nous  commencerons  par  ramener  le  second  cas  ou 
premier,  en  démontrant  le  théorème  suivant  : 

La  racine  carrée,  à  moins  cVune  unité,  d'un  nombre  frac- 
tionnaire N,  est  égale  à  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité, 
de  la  partie  entière  de  N. 

Désignons  par  a  la  partie  entière  de  \/N.  Cette  racine  étant 
comprise  entre  a  elrt  +  i,  N  est  compris  entre  a'  et  («  -t-  i)'; 
par  suite  «'  est  le  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  N. 
La  partie  entière  de  ce  nombre  est  donc  au  moins  égale  à  a' 
et,  comme  elle  est  moindre  que  {a  -4- i  )-,  la  racine  carrée  à 
l'unité  près  de  cette  partie  entière  est  aussi  égale  à  a. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  pourrons  donc  supposer  que  le 
nombre  donné  N  est  entier.  Nous  aurons  alors  deux  cas  à 
distinguer. 

237.  Si  N  est  ■<  loo,  \/N  est  «<  lo  (235).  On  peut  alors  ré- 
soudre la  question  proposée  par  la  simple  inspection  de  la 
table  des  carrés  des  neuf  premiers  nombres  (23i). 

Soit  N  =  47-  Ce  nombre  n'est  pas  un  carré  parfait,  et  l'on 
trouve  qu'il  est  compris  entre  les  deux  carrés  consécutifs  36 
et  49,  dont  les  racines  respectives  sont  6  et  7.  y'N  est  donc,  à 
moins  d'une  unité,  6  par  défaut  et  7  par  excès.  L'excès  11  du 
nombre  47  sur  le  plus  grand  carré  entier  36  qu'il  contient  est 
appelé  reste  de  l'opération. 

Si  N  est  >>  100,  v'N  est  >>  10  (235)  et  renferme  des  dizaines 
et  des  unités.  La  recherche  de  la  racine  carrée  comprend 
alors  deux  parties.  On  détermine  d'abord  exactement  le  nom- 
bre des  dizaines  de  la  racine,  et,  ensuite,  un  chilTre  égal  ou 
supérieur  à  celui  de  ses  unités.  C'est  ce  que  nous  allons  ex- 
pliquer sur  un  exemple. 

238.  Soit  le  nombre  585916:  on  veut  extraire  la  racine  carrée 
du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  ce  nombre. 
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Le  nombre  donné  étant  plus  grand  que  100,  la  racine  de- 
mandée est  au  moins  égale  à  10.  On  peut  donc  supposer  cette 
racine  décomposée  en  dizaines  et  en  unités,  et,  par  consé- 
quent, son  carré  se  composera  (232)  du  carré  des  dizaines, 
de  deux  fois  le  produit  des  dizaines  par  les  unités  et  du  carré 
(ies  unités.  Or,  le  carré  du  nombre  des  dizaines  de  la  racine 
est  nécessairement  contenu  dans  le  nombre  6859  des  cen- 
taines du  nombre  proposé,  et  ce  dernier  nombre  peut  d'ail- 
leurs renfermer  quelques  centaines  provenant  des  autres  par- 
lies  du  carré  de  la  racine  et  du  reste  (237).  Donc,  en  extrayant 
la  racine  carrée  du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  SSSg, 
on  aura  le  nombre  des  dizaines  de  la  racine  cbercbée  ou  un 
nombre  trop  fort.  Il  est  aisé  de  voir  que  ce  nombre  ne  peut 
être  trop  fort.  En  effet,  supposons  que  76  soit  la  racine  du 
plus  grand  carré  entier  contenu  dans  5859  •  '^  carré  de  'ji 
pouvant  se  reirancber  de  5859,  '^  carré  de  760  pourra  évi- 
demment se  retrancher  de  585900  et,  par  suite,  de  585916. 

On  voit  par  là  que  le  nombre  des  dizaines  de  la  racine  d'un 
entier  N'^  100  est  toujours  égal  à  la  racine  du  plus  grand 
carré  entier  contenu  dans  le  nombre  des  centaines  de  N. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  chercher  d'abord  la  racine 
du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  5859. 

Le  nombre  5859  étant  lui-même  plus  grand  que  100,  la  ra- 
cine qu'il  faut  trouver  est  supérieure  à  10;  un  raisonnement 
identique  au  précédent  montre  que  le  nombre  des  dizaines 
de  cette  racine  est  égal  à  la  racine  du  plus  grand  carré  entier 
contenu  dans  le  nombre  58  des  centaines  de  5859.  Nous 
sommes  donc  conduits  à  chercher  d'abord  la  racine  du  plus 
grand  carré  entier  contenu  dans  58. 

Le  nombre  58  étant  plus  petit  que  loo,  la  racine  qu'il  faut 
trouver  est  moindre  que  10;  on  voit  (237)  que  celte  racine 
est  7. 

La  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  SSSg  renferme 
donc  7  dizaines;  nous  allons  chercher  le  chiffre  des  unités  de 
cette  racine.  L'excès  du  nombre  58  sur  le  carré  49  de  7  étant 
9,  il  est  évident  que  si  l'on  retranche  de  5859  le  carré  de  7  di- 
zaines, c'est-à-dire  49  centaines,  le  reste  contiendra  9  cen- 
taines et  59  unités;  il  sera  donc  95g;  si  l'on  divise  alors  le 
nombre  90  des  dizainesde  ce  reste  par  ledouble  i4  du  nombre 
des  dizaines  de  la  racine  demandée,  le  quotient  obtenu  sera 
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égal  ou  supérieur  au  chiffre  des  unités  de  celle  racine.  En  effet, 
le  nombre  SSSq  contient  :  i°  le  carré  des  dizaines  de  la  racine 
demandée;  2°  le  double  produit  des  dizaines  par  les  unités; 
3"  le  carré  des  unités;  4°  'e  reste  de  l'opération.  Par  suite,  si 
l'on  retranche  de  5859  la  première  de  ces  quatre  parties,  le 
reste  obtenu  gSg  contiendra  encore  les  trois  autres  parties;  le 
nombre  gS  des  dizaines  de  ce  reste  est  donc  au  moins  égal  au 
produit  que  l'on  formerait  en  multipliant  le  double  i4  du 
nombre  des  dizaines  de  la  racine  demandée  par  le  chiffre  in- 
connu des  unités  de  cette  racine.  Par  conséquent,  le  quotient 
6  que  l'on  trouve  en  divisant  gS  par  i4  est  le  chiffre  des  unités 
de  la  racine  ou  un  chiffre  trop  fort. 

On  voit  par  là  que  si  l'on  retranche  d'un  entier  N  le  carré 
des  dizaines  de  sa  racine  carrée,  et  si  l'on  divise  le  nombre 
des  dizaines  du  reste  par  le  double  du  nombre  de  dizaines  de 
la  racine,  le  quotient  obtenu  est  égal  ou  supérieur  au  chiffre 
des  unités  de  la  racine. 

Pour  reconnaître  si  le  chiffre  des  unités  de  la  racine  est  ef- 
fectivement 6,  il  faut  voir  si  le  carré  de  76  peut  être  retranché 
de  5859.  Or  le  carré  de  76  ou  de  70  +  6  est  égal  à 

no'H-^x  70  x6  -f-6' 

ou  égal  à 

4900  -i-  i4o  X  6  H-  6'  ; 

en  retranchant  de  5859  la  première  de  ces  trois  parties,  savoir 
4900,  nous  avons  trouvé  pour  reste  959;  il  suffit  donc  de 
chercher  si, de  ce  reste,  on  peut  encore  soustraire  i4ox6-i-G' 
ou  (i4o  -<-  6j  X  6  ou  enfin  146  X  6.  Le  produit  de  146  par  6 
est  876,  nombre  inférieur  à  959  ;  par  conséquent,  le  chiffre  des 
unités  de  la  racine  demandée  est  6.  L'excès  du  nombre  5859 
sur  le  carré  de  76  est  évidemment  égal  à  l'excès  de  959  sur 
146  X  6,  lequel  est  83. 

Revenons  maintenant  au  nombre  donné  585916;  la  racine 
du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  ce  nombre  renferme 
76  dizaines;  il  reste  à  trouver  le  chiffre  des  unités  de  cette  racine. 
Comme  l'excès  de  5859  ^^^  7^'  ^^^  ^^'  ''excès  de  585916  sur  le 
carré  de  76  dizaines,  c'est-à-dire  sur  76=  centaines,  contiendra 
83  centaines  et  16  unités;  cet  excès  est  donc  83x6.  En  répé- 
tantle  même  raisonnement,  on  prouvera  que,  si  l'on  divise  le 
nombre  83i  des  dizaines  de  83i6  par  le  double  i52  du  nombre 
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des  dizaines  de  la  racine,  le  quotient  obtenu  5  doit  être  égal 
ou  supérieur  au  ciiitTre  des  unités  de  la  racine  demandée. 
Pour  reconnaître  si  le  ciiifTre  des  unités  de  la  racine  esl  ef- 
fectivement 5,  il  faut  voir  si  le  carré  de  765  peut  être  retran- 
ché de  585916.  Or  le  carré  de  7G5  ou  de  760-1-5  est  égal  à 
760' -T- 2  X  760  X  5 -f- 5%-  en  retranchant  de  585916  la  pre- 
mière de  ces  trois  parties,  savoir  760',  nous  avons  trouvé  pour 
reste  83i6;  il  suffit  donc  d'examiner  si,  de  ce  reste,  on  peut 
encore  soustraire  2  x  760  x  5  -i-  5^  ou  i52o  x  5  -^  5%  ou  enfin 
iSaSx  5.  Le  produit  de  i525  pir  5  est  7625,  nombre  inférieur 
à  83i6;  la  racine  demandée  esl  donc  765.  Quant  au  reste  de 
l'opération,  il  esl  égal  à  l'excès  de  83i6  sur  7625,  c'est-à-dire 
égal  à  691. 
On  dispose  l'opération  de  l'unedes  deux  manièressuivantes  : 


585916 

765 

535916 

765 

49 

i46 

i525 

959   1 

146 

i525 

9^9 

6 

5 

83i6 

6 

5 

876 

691 

"83i6 

7625 

691 

En  adoptant  la  seconde  disposition,  on  retranche  respective- 
ment, sans  les  écrire,  les  produits  7X7,  146  X  6,  i525  x  5 
des  nombres  58,  959,  83i6,  comme  nous  l'avons  indiqué  en 
traitant  de  la  division. 

239.  Ce  qui  précède  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  oti  le 
partage  en  tranches  de  deux  chiffres  à  partir  de  la  droite.  Le 
nombre  de  ces  tranches,  dont  la  première  à  gauche  peut  n'a- 
voir qu'un  seul  chiffre,  est  égal  au  nombre  des  chiffres  de  la 
racine. 

On  extrait  la  racine  du  plus  grand  carré  entier  contenu  dans 
le  nombre  formé  par  la  première  tranche  à  gauche;  on  a  ainsi 
le  premier  chiffre  de  la  racine. 

On  retranche  le  carré  de  ce  chiffre  du  nombre  exprimé  par 
la  première  tranche  à  gauche  :  on  obtient  ainsi  un  premier  r'este 
à  la  droite  duquel  on  abaisse  la  deuxième  tranche.  On  sépare 

S.  et  Je  C.  —  Jrithm.  lO 
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le  dernier  chiffre  à  droite  du  nombre  ainsi  formé,  et  l'on  divise 
la  partie  à  gauche  par  le  double  du  premier  chiffre  de  la  ra- 
cine. Le  quotient  entier  de  cette  division  est  égal  ou  supérieur 
au  deuxième  chiffre  de  la  racine.  Pour  essayer  ce  chiffre,  on 
l'écrit  à  la  droite  du  double  du  premier  chiffre  de  lu  racine,  et 
l'on  multiplie  le  résultat  par  le  chiffre  essayé.  On  retranche  le 
produit  du  nombre  formé  par  le  premier  reste  suivi  de  la 
deuxième  tranche  :  si  la  soustraction  peut  se  faire,  le  chiffre 
essayée  est  exact;  sinon,  on  essaye  de  la  même  manière  le 
chiffre  inférieur  d'une  unité,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  trouvé  le  chiffre  exact. 

Le  deuxième  chiffre  de  la  racine  étant  trouvé,  on  abaisse  la 
troisième  tranche  à  la  droite  du  deuxième  reste.  On  sépare  le 
dernier  chiffre  à  droite  du  nombre  ainsi  formé,  et  l'on  divise 
la  partie  à  gauche  par  le  double  du  nombre  formé  par  les  deux 
premiers  chiffres  de  la  racine.  Le  quotient  entier  de  cette  divi- 
sion est  égal  ou  supérieur  au  troisième  chiffre  de  la  racine. 
Pour  essayer  ce  chiffre,  on  l'écrit  à  droite  du  double  du  nombre 
formé  par  les  deux  premiers  chiffres  de  la  racine  et  l'on  mul- 
tiplie le  résultat  parle  chiffre  essayé.  On  retranche  le  produit 
du  nombre  formé  par  le  deuxième  reste  suivi  de  la  troisième 
tranche  :  si  la  soustraction  peut  se  faire,  le  chiffre  essayé  est 
exact  ;  sinon,  on  essaye  de  la  même  manière  le  chiffre  inférieur 
d'une  unité. 

On  continue  de  cette  manière  jusqu'à  ce  que  toutes  les 
tranches  aient  été  successivement  abaissées.  Le  dernier  reste 
obtenu  est  le  reste  de  l'opération. 

Il  peut  arriver  que,  clans  l'une  des  divisions  dont  il  vient 
d'être  question,  le  quotient  entier  soit  zéro  :  dans  ce  cas,  le 
chiffre  correspondant  de  la  racine  est  zéro.  Le  reste  corres- 
pondant à  ce  chiffre  est  alors  le  dernier  reste  obtenu  suivi  de 
la  dernière  tranche  abaissée;  on  abaisse  une  nouvelle  tranche, 
et  l'on  continue  l'opération  d'après  la  règle. 

240.  Tous  les  chiffres  de  la  racine  carrée  d'un  nombre,  à 
l'exception  du  premier,  s'obtiennent  par  une  division  qui  peut 
conduire  à  un  chiffre  trop  fort.  Si  l'on  diminue  successivement 
d'une  unité  le  chiffre  reconnu  trop  fort,  or)  arrive  infaillible- 
ment au  véritable;  mais  souvent,  pour  abréger,  on  diminue  le 
chiffre  essayé  de  plusieurs  unités,  et  l'on  peut  se  trouver  con- 
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duil  de  la  sorte  à  écrire  un  chiffre  trop  faible.  Pour  reconnaître 
s'il  en  est  ainsi,  on  fait  usage  du  ihéorème  suivant  : 

241.  I.  Le  reste  auquel  conduit  l'extraction,  à  moins  d'une 
unité,  de  la  racine  carrée  d'un  entier  est  moindre  que  le  double 
de  la  racine,  augmenté  d'une  unité. 

Soient  N  le  nombre  donné,  a  sa  racine  à  l'unité  près,  R  le 
reste  de  l'opération.  On  a 

N  =  a'-+-R; 

si  l'on  pouvait  avoir 

R  =  ou  >>  îrt  +  I, 

on  aurait  aussi 

N=   ou>«'+2a  +  i, 

c'est-à-dire 

N=  ou  >  [a  -\-\)\ 

Or,  c'est  ce  qui  est  impossible,  puisque,  par  hypothèse,  a'  est 
le  plus  grand  carré  entier  contenu  dans  N.  Donc  le  reste  R  ne 
peut  dépasser  le  double  de  la  racine  a. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  l'extraction  de  la  racine  carrée 
d'un  entier,  chacun  des  restes  que  l'on  obtient  successive- 
ment est,  au  plus,  égal  au  double  du  nombre  formé  par  les 
chiffres  déjà  écrits  à  la  racine. 

242.  II.  Si  le  reste  R,  auquel  conduit  l'extraction  de  la 
racine  carrée  d'un  nombre  N,  est  égal  ou  inférieur  au  nombre  a 
écrit  à  la  racine,  a  est,  par  défaut,  la  valeur  de  \/N ,  à  moins 
d'une  demi-unité.  Si,  au  contraire,  R  surpasse  a,  a-\-i  est, 
par  excès,  la  valeur  de  y/N ,  à  moins  d'une  demi-unité. 

Comparons,  en  effet,  les  deux  égalités 

(1)  N  =  ri'+R 
et 

(2)  la-h-]=a^-{-a-hy' 

Si  R  est  égal  ou  inférieur  à  a,  on  voit,  par  ces  égalités,  que 
N  est  plus  petit  que  la  -\--\  -,  par  suite  \/N  est  <«-!--• 
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V'N  étant  ainsi  comprise  entre  (i  et  (i-\---,  a  est,  par  défaut, 

la  valeur  de  ^N  à  moins  d'une  demi-unité. 

Si  R  est  supérieur  à  a,  il  est  au  moins  égal  à  a  -+- 1,  puisqu'il 
s'agit  de  nombres  entiers.  On  voit  alors,  par  les  égalités  pré- 
cédentes, que  N  est  plus  grand  que  (a  4-  -  j  ;  par  suite  v^ 

est  >>«  H 

2 

y/N  étant  ainsi  comprise  entre  a  h--  et  rz  +  i,  a  -\-  i  est,  par 

excès,  la  valeur  de  v^N  à  moins  d'une  demi-unité. 

Dans  l'exemple  du  n"  238,  nous  avons  trouvé  -jôS  pour  ra- 
cine et  691  pour  reste;  765  représente  donc  v^ÔbSgiG,  à  moins 
d'une  demi-unité  par  défaut. 

EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CARRÉE  D'UN  NOMBRE  ENTIER 
OU  FRACTIONNAIRE,  AVEC  UNE  APPROXIMATION  DONNÉE. 

2i3.  Chercher  la  racine  carrée  d'un  nombre  N,  avec  une 
approximation  marquée  par  la  fraction  -?  c'est  chercher  le 

plus  grand  multiple  de  -  contenu  dans  y/N.  On  ramène  celte 

recherche  au  calcul  d'une  racine  carrée  à  l'unité  près. 

Désignons,  en  effet,  par  l'entier  x  le  plus  grand  multiple  de 

-  renfermé  dans  y/N  .  Nous  devons  avoir 


n        '  Il 


Si  l'on  élève  au  carré,  les  trois  nombres 


-',  N,  '^+'''     i 


seront  rangés  par  ordre  de  grandeur,  et  il  en  seia  encore  de 
même  si  on  les  multiplie  tous  les  trois  par  n\  On  a,  par  suite, 

ce  qui  prouve  que  cc^  est  le  plus  grand  carré  entier  contenu 
dans  N/i'.  Le  nombre  inconnu  a:  n'est  donc  autre  chose  que 
la  partie  entière  de  s/^iiK 
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On  est  ainsi  conduit  à  la  règle  suivante  ; 

Pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  N,  entier  ou 

fractionnaire,  à  moins  de  -1  il  faut  extraire,  à  moins  d'une 

unité,  la  racine  carrée  du  produit  N«'  et  diviser  le  résultat 
paru. 

Soit  à  évaluer  y^ig  à  moins  de  -•  La  racine  carrée  du  pro- 
duit 19X7'=  931  est,  à  moins  d'une  unité,  3o  ou  3i.  Par 

3o       3i  ,  ,  ,  .        ,      / —  - 

conséquent,  —  et  —  sont  les  valeurs  approchées  de  V19  a 

moins  de  -■>  la  première  par  défaut,  la  seconde  par  excès. 

/355  I 

Soit  encore  à  calculer  \  /  — -  à  moins  de  -•  Il  faut  extraire 


/35 

Vit 

d'abord,  à  moins  d'une  unité,  la  racine  carrée  de 


355  i73c)5         ^^        106 

— -X7'=:-^^  =  i53  H ^, 

1 10  1 10  1 13 

c'est-à-dire  (236),  à  moins  d'une  unité,  la  racine  carrée  de  la 
partie  entière  i53.  Les  valeurs  de  \Ji5Z,  à  moins  d'une  unité, 

»  ,  12       i3  ,  , 

sont  12  et  i3;  par  conséquent,  —  et  —  sont  les  valeurs  ap- 

7          7 

.  '       1        /355    ,        .      j     '     ,  . .  , .„ 

procnees  de  1  /  — 5?  a  moins  de  -?  la  première  par  défaut,  la 

seconde  par  excès. 

244.  Si  la  fraction  qui  indique  l'approximation  demandée 
était  donnée  sous  la  forme  y>  on  commencerait  par  la  rame- 
ner à  la  forme  yr^î  et  l'on  appliquerait  ensuite  la  règle  pré- 


a) 


cédente  en  remplaçant  n  par  -■ 

a 


RACINE  CARRÉE  D'UNE  FRACTION. 

245.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  est   un  carré 
parfait  6%  on  obtient  la  racine  carrée  de  cette  fraction  à  moins 
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de  ji  en  extrayant  la  racine  carrée  du  numérateur  à  moins 
d'une  unité  et  en  divisant  le  résultat  par  b. 
Soii,  en  effel,  la  fraction  7-  doni  on  veut  la  racine  carrée  à 

moins  de  j-  D'après  la  règle  du  n°  24-3,  il  faut  extraire  la  ra- 
cine carrée  du  produit  r-,  X  i',  c'est-à-dire  la  racine  carrée  du 

numérateur  a,  à  moins  d'une  unité,  et  diviser  le  résultat  trouvé 
par  6. 

On  voit  par  là  que,  si  les  deux  termes  d'une  fraction  sont 
des  carrés  parfaits,  on  obtient  la  racine  carrée  exacte  de  cette 
fraction  en  extrayant  la  racine  carrée  de  chaque  terme.  C'est 
ce  qui  résulte,  d'ailleurs,  de  la  règle  pour  élever  une  fraction 
au  carré  (173). 

246.  On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  le  dénominateur 
d'une  fraction  soit  un  carré  parfait.  Il  suffit,  pour  cela,  de 
multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  son  dénomina- 
teur. Ainsi  y  est  égal  à  -r-i  fraction  dont  le  dénominateur 

est  un  carré  parfait. 

Quand  on  opère  de  celte  manière  sur  une  fraction  qui  est 
un  carré  parfait,  on  obtient  exactement  sa  racine,  et  il  en  ré- 
sulte celte  conséquence  : 

Pour  qu'une  fraction  soit  un  carré  parfait,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  produit  de  ses  deux  ternies  soit  un  carré  parfait. 

247.  On  rend  encore  le  dénominateur  d'une  fraction  carré 

parfait  en  multipliant  les  deux  termes  de  celte  fraction  par  les 

facteurs  premiers  qui  se  trouvent  à  une  puissance  impaire 

dans  son  dénominateur.  En  appliquant  cette  seconde  règle  à 

une  fraction  irréductible,  on  la  réduit  au  dénominateur  carré 

1 57 
minimum.  Soit,  par  exemple,  la  fraction  — ^^  dont  le  denomi- 
'  *  240 

nateur  est  égala  2*x3x5.  En  multipliant  les  deux  termes 

2355 
de  cette  fraction  par  i5,  on  la  transforme  en  rrr- — ?  fraction 

dont  le  dénominateur  est  un  carré. 
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ÉVALUATION  EN  DÉCIMALES  DE  LA  RACINE  CARRÉE 
D'UN  NOMBRE  QUELCONQUE. 

248.  Le  plus  souvent,  quand  iî  s'agit  d'extraire  la  racine  car- 
rée d'un  nombre,  il  est  nécessaire  que  cette  racine  soit  expri- 
mée en  décimales,  et  la  fraction  qui  exprime  le  degré  d'ap- 
proximation demandée  est  une  partie  décimale  de  l'unité.  La 
règle  générale  du  n"  2i.3  est  alors  susceptible  d'un  énoncé 
plus  simple. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'un  nombre  entier.  La 
règle  du  n"  243  peut  être  formulée  comme  il  suit  : 

Pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  N  à  — 

lO" 

près,  il  Jaut  écrire  o-n  zéros  à  la  droite  de  N,  extraire,  à  une 
unité  près,  la  racine  carrée  du  nombre  ainsi  formé,  et  séparer 
n  chiffres  décimaux  à  la  droite  de  la  racine  obtenue. 

Dans  la  pratique,  on  se  dispense  d'écrire  des  zéros  à  la  droite 
du  nombre  donné,  mais  on  opère  comme  si  ces  zéros  étaient 
écrits  :  ainsi,  après  avoir  extrait  la  racine  carrée,  à  une  unité 
près,  du  nombre  donné,  on  place  une  virgule  à  la  droite  de 
celle  racine,  et  l'on  continue  l'opération  en  écrivant  deux  zéros 
à  la  droite  du  dernier  reste  obtenu  et  des  suivants  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  obtenu  à  la  racine  tous  les  chiffres  demandés.  On 
forme  ainsi  successivement  les  valeurs  approchées  de  la  racine 

carrée  du  nombre  donne,  a  —  près,  a près,...;  l  opération 

lO   '  lOO 

ne  peut  jamais  se  terminer,  et  la  racine  ne  peut  être  une  frac- 
lion  périodique,  puisqu'elle  ne  peut  s'exprimer  exactement 
par  une  fraction  ordinaire. 

Prenons  pour  exemple  le  nombre  2;  le  calcul  sera  disposé 
comme  il  suit  : 


2 

lOO 


1,4142 


400 
1 1900 

'o4< 

i3836 


24    :    281    j    2824 

4  I     I  I       4 


28282 


70400 


Par  conséquent,  i,4i42  et  i,4i43  sont  les  valeurs  de  \,^i  à 
moins  de  0,0001,  la  première  par  défaut,  la  seconde  par  excès. 
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25iO.  Considérons  maintenant  le  cas  d'un  nombre  fraction- 
naire. Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  d'extraire  la 

22 

racine  carrée  de  —  à  o,ooi  près.  D'après  les  règles  dos  n"'  243 

et  236,  on  obtiendra  celte  racine  en  divisant  par  looo  la  ra- 
cine carrée,  à  une  unité  près,  du  plus  grand  entier  contenu 

22 

dans  le  produit  —  X  loooooo.  Mais,  pour  avoir  ce  plus  grand 

7 

22 

entier,  il  suffit  évidemment  de  réduire  —  en  décimales  (200), 

7 
en  se  bornant  à  calculer  six  chiffres  décimaux,  et  de  supprimer 

ensuite  la  virgule.  On  a  -^  =  3,142857...;  la  racine  de  3142857 

7  _ 

est  1772,  à  une  unité  près;  donc  la  valeur  de  i  /  —  est  1,772 
ou  1,773,  à  o,ooi  près. 


22 

7 

3, 142807 

3 
2 

,142857  : 
4 

1,772 

10 

27   347 

3542 

3o 

2528 

7    7 

2 

20 

99^7 

60 

2873 

40 

5o 

I 

On  peut  énoncer  d'après  cela  la  règle  suivante  : 
Pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  fractionnaire,  à 
une  unité  près  d'un  ordre  décimal  déterminé,  on  évalue  le 
nombre  fractionnaire  en  décimales  avec  un  nombre  de  chiffres 
décimaux  double  du  nombre  de  ceux  que  l'on  veut  avoir  à 
la  racine  ;  on  supprime  la  virgule,  puis  oti  extrait,  à  une  unité 
près,  la  racine  carrée  de  l'entier  obtenu,  et  l'on  fait  exprimer 
à  cette  racine  des  unités  de  l'ordre  de  la  fraction  qui  marque 
le  degré  d' approximation  demandé. 

250.  Il  peut  arriver  que  le  nombre  dont  on  veut  extraire  la 
racine  carrée  soit  directement  donné  en  décimales,  et  qu'il  ne 
contienne  pas,  comme  le  prescrit  la  règle,  deux  fois  autant  de 
chiffres  décimaux  qu'on  en  veut  avoir  à  la  racine.  Dans  ce  cas, 
on  complète  par  des  zéros  les  décimales  manquantes.  Veut  on. 
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par  exemple,  la  racine  carrée  de  2,718  à  0,001  près?  On  appli- 
quera la  règle  au  nombre  2,718000. 


2,718 

1 ,648 

I  71 

2  6 

324 

3288 

i58o 

6 

4 

8 

28400 

2096 

La  racine  demandée   est  1,648  à    un   millième   près,  par 
défaut. 


DÉFINITION  PRÉCISE  DE  LA  RACINE  CARRÉE  D'UN  NOMBRE 
QUI  N'EST  PAS  CARRÉ  PARFAIT. 

231.  Nous  pouvons  maintenant  définir  avec  les  détails  né- 
cessaires la  racine  carrée  d'un  nombre  donné,  lorsque  cette 
racine  est  un  nombre  incommensurable  (230). 

Soit  un  nombre  N,  entier  ou  fractionnaire,  qui  ne  soit  pas 
carré  parfait. 

Extrayons  la  racine  carrée  de  ce  nombre,  par  défaut  et  par 

excès,  avec  une  approximation  marquée  par  —  (243),  le  nom- 
bre entier  p  croissant  sans  limite  à  partir  de  i.  Nous  obtien- 
drons ainsi  deux  suites  illimitées  de  racines  carrées  par  dé- 
faut et  de  racines  carrées  par  excès  du  nombre  donné  N. 

Nous  allons  démontrer  que  ces  deux  suites  tendent  respec- 
tivement vers  une  limite,  qui  leur  est  commune. 

Représentons  (2i3)  par  —  et  — —  deux  racines  carrées  con- 

j  .  -         /r  H-  I        k'  -\-  i 
secutives  par  défaut.  — et -—  seront  les  racines  carrées 

^  nP  nP+' 

consécutives  par  excès  qui  leur  correspondent,  et  nous  aurons 
à  la  fois,  d'après  l'hypothèse, 


(^) 


<N< 


k-h 


\  nP+' 


<N< 


h' 


^v. 


/?/'     /  ■       \  nP+'  I     ^'      ^  \   ?iP-^'   ) 
On  en  déduit,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  multi- 


pliant les  trois  premiers  nombres  par  n', 

(  /.  '  «' <  N  «'/'+'  <  (  /r  +  I  ? n\ 
1      /r'^<N/iV+=<(A-'-f-i)'. 


:•) 
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On  voit  que  k'  esi  le  plus  grand  nombre  entier  dont  le  carré 
soii  contenu  dans  Nn'^"^^  tandis  que  /»«  est  simplement  un 
nombre  dont  le  carré  y  est  aussi  contenu.  On  a,  par  consé- 
quent, 

kn<lf',     ou     /.<-. 
-  -  n 

II  en  résulte,  en  divisant  par  hp, 

nP  =  nP-*-*  ' 

ce  qui  prouve  que  les  racines  carrées  par  défaut  ne  peuvent 
pas  décroître. 

Les  mêmes  inégalités  (i)  montrent  que  /r'-+-i  est  le  plus 
petit  nombre  entier  dont  le  carré  soit  supérieur  à  N«'/'"^=, 
tandis  que  (/r-i-  i]  n  est  simplement  un  nombre  dont  le  carré 
se  trouve  supérieur  au  même  produit.  On  a,  par  consé- 
quent, 

f/i  4- i)n> //+ I,     ou     /f  +  I  > — ■ — -• 

-      n 

Il  en  résulte,  en  divisant  parnp, 

h  -y-  I  y  h'  -+-  I  ^ 


nP     -    nP-^'   ' 

ce  qui  prouve  que  les  racines  carrées  par  excès  ne  peuvent  pas 
croître. 

Mais  si  les  racines  par  défaut  ne  peuvent  pas  décroître,  elles 
croissent  d'une  manière  générale  en  s'approchant  d'une 
certaine  limite  L  dont  le  carré  ne  peut  surpasser  le  nombre 
donné  N. 

Si  les  racines  par  excès  ne  peuvent  pas  croître,  elles  dé- 
croissent d'une  manière  générale  en  s'approchant  d'une  cer- 
taine limite  L'  dont  le  carré  ne  peut  être  inférieur  au  nombre 
donné  N. 

Ces  deux  limites  L  et  L'  sont  nécessairement  égales  entre 

elles;  car  la  difTérence  entre  deux  racines  carrées  correspon- 

j     -       I'  j 'c         ,.  ,       A-        /r  -1- 1      ,       , 

danles,  i  une  par  défaut,  1  autre  par  excès,  —  et  •>  étant 

'  '  nP  nP 

—  y  cette  différence  diminue  à  mesure  que/?  augmente  et  de- 
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vient  rigoureusement  nulle,  lorsque  les  deux  suites  prolongées 
indéfiniment  atteignent  ensemble  leurs  limites  L  elL'. 

La  limite  commune  trouvée  ainsi  ne  dépend  pas  d'ailleurs 
de  la  fraction  d'approximation  adoptée. 

En  effet,  admettons  que,  la  fraction  d'approximation  étant 

—  »  la  limite  commune  des  deux  suites  de  racines  carrées  par 

défaut  et  par  excès  soit  ),;  et  que,  la  fraction  d'approximation 

étant  -7-5  la  limite  des  deux  nouvelles  suites  soit  }/. 
n  P 

1,  limite  de  la  première  suite  pour  la  première  approxima- 
tion supposée,  a  un  carré  qui  ne  peut  surpasser  N;  X',  limite 
de  la  deuxième  suite  pour  la  deuxième  approximation  sup- 
posée, a  un  carré  qui  ne  peut  être  inférieur  à  N.  Par  consé- 
quent, ).  ne  peut  surpasser  1'. 

D'autre  part,  1,  limite  de  la  deuxième  suite  pour  la  première 
approximation,  a  un  carré  qui  ne  peut  être  inférieur  à  N;  1' , 
limite  de  la  première  suite  pour  la  deuxième  approximation, 
a  un  carré  qui  ne  peut  surpasser  N.  Par  conséquent,  1  ne  peut 
tomber  au-dessous  de  X'. 

La  limite  l  ne  pouvant  être  ni  supérieure  ni  inférieure  à  la 
limite  )/,  ces  deux  limites  sont  égales. 

Le  même  raisonnement  prouve  que /ecarr^f/^fce^/e //m ;7eco«- 
stante,  commune  aux  deux  suites  de  racines  carrées  par  défaut 
et  par  excès  précédemment  défi  nies,  e^f^o^a/aM/iomère^/own^N. 

C'est  donc  cette  limite,  dont  nous  approcherons  autant  que 
nous  voudrons  sans  jamais  l'atteindre,  que  nous  appellerons  la 
racine  carrée  exacte  \[^  du  nombre  entier  ou  fractionnaire  N, 
qui  n'est  pas  carré  parfait. 

Les  nombres  ne  sont  que  la  représentation  des  grandeurs. 
Si  nous  choisissons  une  unité  de  longueur  et  si  nous  suppo- 
sons que  les  termes  des  deux  suites  que  nous  venons  de  con- 
sidérer représentent  des  longueurs  portées  sur  une  même 
droite,  à  partir  d'une  origine  fixe,  les  extrémités  des  longueurs 
mesurées  par  les  termes  de  la  première  suite  couvriront  une 
certaine  région  de  cette  droite;  les  extrémités  des  longueurs 
mesurées  par  les  termes  de  la  seconde  suite  en  couvriront  une 
autre.  D'après  ce  qui  précède,  il  n'existera  entre  ces  deux 
régions  aucun  empiétement   ni  aucun   intervalle,   mais  un 
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simple  point  de  séparai!  on.  La  dislance  de  ce  point  à  l'origine  fixe 

sera  la  longueur  incommensurable  mesurée  exaciement  par  v'N. 

MÉTHODE  ABRÉGÉE  POUR  L'EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CARRÉE 
D'UN  NOMBRE  ENTIER. 

252.  Tous  les  cas  que  présente  l'extraction  des  racines  car- 
rées se  ramènent,  comme  on  l'a  vu,  à  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  entier  à  une  unité  près.  Lorsqu'on  a 
besoin  d'un  grand  nombre  de  chiffres  à  la  racine,  on  peut 
abréger  l'opération  en  faisant  usage  delà  proposition  suivante: 

Soit  N  un  nombre  entier  dont  la  racine  carrée  ail  à  sa  par- 
tie entière  un  nombre  de  chiffres  égal  ou  supérieur  à  sn  -+- 1. 
Si  l'on  a  calculé  la  valeur  a  de  y/N  à  une  unité  près  de 
l'ordre  n,  par  défaut,  de  manière  qu'il  ne  reste  plus  à  trouver 
que  n  chiffres,  on  pourra  obtenir  ceux-ci  par  une  seule  division. 
Effectivement ,  si  l'on  pose  N  —  rt==zR,  et  que  l'on  désigne 
par  q  et  r  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  R  par  la,  la 
valeur  de  \/N  sera  a  -\-  q  à  une  unité  près,  par  défaut  ou  par 
excès.  Cette  valeur  sera  approchée  par  défaut  si  r  est  supé- 
rieur à  ç',  elle  sera  approchée  par  excès  si  r  est  inférieur  à  q^; 
si  l'on  a  r=  q'',  a  -\-  q  sera  la  valeur  exacte  de  ^N  . 

X  étant  un  entier  quelconque,  le  carré  de  a  -h  x  est 


le  nombre  N  est  d'ailleurs  égal  à  «'  +  R  ou  à  a^  +  laq  4-  r-, 
donc,  s\  a-\-  X  est  inférieur  à  y/N ,  on  aura 

lax  H-  x'^ <i  2aq  ■+•  r 
ou 

(i)  X  -h^-  <^q  4-— • 

ia       ^       la 

Si,  au  contraire,  a  +  ^  est  supérieur  à  /N ,  on  aura 

(2)  ^H ></H 

'  -ia       '       ■?.a 

L'inégalité  (2)  est  satisfaite  quand  on  attribue  à  x  une  valeur 
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supérieure  à  q,  puisque  —  est  inférieur  à  i  ;  donc  les  entiers 

supérieurs  à  a  -f-  ç  surpassent  V^N . 

Cela  posé,  si  l'on  a  i\>  q\  il  est  évident  que  l'inégalité  (i) 
sera  satisfaite  en  prenant  .r  =  g;  a -h  q  est  alors  inférieur 
à  y/N  ,  et  ce  nombre  exprime  la  valeur  de  N  à  une  unité  près, 
par  défaut. 

Si  l'on  a  r=q-,  les  deux  membres  de  l'inégalité  (i)  ou  de 
l'inégalité  (2)  deviennent  égaux  entre  eux  quand  on  prend 
X  =  q  ;  et  il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  a  -h  q  esl  la  valeur 

exacte  de  \/N . 

Si  l'on  a  r<iq-,  l'inégalité  (2)  sera  satisfaite  par  x  =  q,  et, 

dans  ce  cas,  a  -\-  q  est  supérieur  à  N  .  Donnons  à  se  la  valeur 

telle  que  a  -+-  x  soit  l'entier  immédiatement  supérieur  à  y/iN  ; 

la  fraction  — -  sera  inférieure  à   i,  car  a  a,    par  hypothèse, 
7.  a 

2/1  +  I  chiffres  au  moins,  tandis  que  x  est  au  plus  égal  à  10"  et 

—  à  -  10'";  donc  celte  valeur  de  a;  ne  peut  être  inférieure  à  q, 
2       ?. 

car  autrement  elle  ne  satisferait  pas  à  l'inégalité  (2).  Cette 
inégalité  étant  d'ailleurs  satisfaite  pour  x=zq,  il  s'ensuit  que 
a+  7  exprime  la  valeur  de  y/N  à  une  unité  près,  par  excès. 
La  valeur  de  v'N  à  une  unité  près,  par  défaut,  est  donc 

a-\-  q     ou     a  -h  q  —  i, 

suivant  que  l'on  a 

r^  q^     ou     r<iq\ 

253.  Supposons  que  l'on  demande  l'excès  du  nombre  donné 
N  sur  le  plus  grand  carré  entier  {a  4-  qY  ou  {a  -^  q  —  i)'  qui 
y  est  contenu. 

.Soit  r>  ç';  on  a 

N  =  a- 4- 2a^  +  r,     {a -i- q)^  =  a- -\- laq -h  q^; 

donc 

N  —  (a-f-  qy=  r—  q\ 

Soit  en  second  lieu  r<Cq';  on  aura,  comme  précédemment, 

N  =  (rt-i-9)'H-  r  —  q'; 
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d'ailleurs  le  carré  de  a  4-  ^  esl  égal  à 

[a  -h  q  —  ly  -h  2{a  -h  q  —  i)  +  1  ; 
on  a  donc 

N  —  (rt  +  7  —  0'=  2«  4- /•  —  ((/  —  î)\ 

Dans  la  pratique,  lorsqu'on  a  besoin  de  calculer  cet  excès 
de  N  sur  le  plus  grand  carré  entier  qui  y  est  contenu,  la  mé- 
thode abrégée  ne  présente  aucun  avantage  sur  la  méthode  vul- 
gaire. 

254.  Application.  —  Supposons  qu'on  demande  la  racine 
carrée  de  7  avec  huit  décimales  exactes. 

On  déterminera  les  quatre  premières  décimales  par  la  mé- 
thode vulgaire  : 

2,6457 


I 


00 

46 

524 

5285 

52907 

2400 

6 

4 

5 

7 

3o4oo 

397500 

27i5i 

Les  quatre  derniers  chiffres  pourront  ensuite  être  obtenus, 
conformément  au  théorème  précédent,  en  divisant  le  reste  ob- 
tenu 27i5i  par  le  double  52914  du  nombre  formé  par  les 
chiffres  écrits  à  la  racine  : 

271510  52914 

69400  5i3i 

164860 
61 180 
8266 

Comme  le  reste  8266  multiplié  par  loooo  est  supérieur  au 
carré  de  5i3i,  on  voit  que  la  valeur  de  v/7  est  2,64575i3i  à 
une  unité  près  du  huitième  ordre  décimal,  par  défaut. 

Dans  cet  exemple,  on  a 


N  =  7  X  10' 

R  27  r5i  _ 

2rt      5,2914 


«  =  2,6457X10»,     R  =27151  Xio', 


27 iSioooo 
52914 


(/  =  5 1 3 1 ,  /'  =  82660000. 
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CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DE  LA   RACINE  CUBIQUE. 


DU  CUBE  ET  DE  LA  RACINE  CUBIQUE. 

255.  Le  cube  ou  la  troisième  puissance  d'un  nombre  (71) 
esl  le  produit  de  trois  fadeurs  égaux  à  ce  nombre  ;  ainsi  le 

2  2  "^  *> 

cube  de  5  est  5x  5  X  5  ou  i25;  le  cube  de-est-x^X-^ou 

à        o       6       o 

—  •  Pour  élever  une  fraction  au  cube,  il  faut  élever  ses  deux 
27 

termes  au  cube  (175). 

La  racine  cubique  d'un  nombre  est  le  nombre  qu'il  faut  éle- 
ver au  cube  pour  reproduire  le  premier  nombre.  Ainsi,  i25 
étant  le  cube  de  5,  la  racine  cubique  de  i25  est  5.  De  même, 

^     '  1  uj2  .  ,8  2 

—  étant  le  cube  de  ^^  la  racine  cubique  de  —  esl  -• 
27  o  ^  27         3 

Pour  représenter  la  racine  cubique  d'un  nombre,  on  écrit 

ce  nombre  sous  le  radical  y/    ,  dans  l'ouverture  duquel  est 

placé  le  chiffre  3,  appelé  degré  de  la  racine  ou  indice  du  radi- 


^Yl 


cal.  Ainsi  y  1^5,  \/ —  représentent  respectivement  les  ra- 

^        -       ^      8 
cines  cubiques  de  i2d  et  de  - — 

27 

L'opération  par  laquelle  on  obtient  la  racine  cubique  d'un 

nombre  esl  dite  extraction  de  la  racine  cubique. 

256.  On  appelle  cube  parfait  tout  nombre  qui  est  le  cube 
d'un  nombre  entier  ou  fractionnaire. 

Les  racines  cubiques  des  nombres  entiers  qui  ne  sont  pas 
cubes  parfaits  et  des  fractions  irréductibles  dont  les  deux 
termes  ne  sont  pas  cubes  parfaits  sont  des  nombres  incom- 
mensurables (230).  La  question  que  nous  avons  à  résoudre 
est  donc  celle-ci  : 


iGo  LIVRE  IV.  -  CHAPITRE  II. 

Étant  donné  un  nombre  N,  entier  ou  fractionnaire,  extraire 
sa  racine  cubique,  exactement  si  N  est  un  cube  parfait,  avec 
r approximation  demandée  dans  le  cas  contraire. 

Pour  y  arriver,  il  esi  nécessaire  d'établir  d'abord  quelques 
propriétés  des  cubes. 

COMPOSITION  DU  CUBE  D'UNE  SOMME  DE  DEUX  PARTIES. 

2o7.  I.  Le  cube  d'une  somme  de  deux  parties  est  égal  au 
cube  de  la  première  partie,  plus  trois  fois  le  produit  du  carré 
de  la  première  partie  par  la  seconde,  plus  trois  fois  le  produit 
de  la  première  partie  par  le  carré  de  la  seconde,  plus  le  cube 
de  la  seconde  partie. 

Soit  la  somme  7  -+-  5;  nous  avons  trouvé  (232) 

(7  +5)'=7»H-2X7  x5  +  5=. 

Pour  avoir  (7  -+-5)%  il  faut  multiplier  le  résultat  précédeiu 
par  7  -t-  5.  Or  on  a 

(7=4-  2X7X5  -i-5^)X  7  =  7' 4-  2  X7'X5  +  7X5% 
{f-\-  2  X  7  X5  +  5')  X  5  =  7'x5-i-2  X  7  X  5=+ 5'. 

Par  conséquent,  en  réunissant  ces  deux  produits,  on  trouve 

(7-+-5/=7'-t-3x  7'x5  +  3x  7  X  5^-1-5». 

Tout  nombre  entier  plus  grand  que  9  étant  formé  de  di- 
zaines et  d'unités,  on  peut  donc  dire  d'une  manière  générale 
que  le  cube  d'un  nombre  composé  de  dizaines  et  d'unités  est 
égal  au  cube  des  dizaines,  plus  trois  fois  le  produit  du  carré 
des  dizaines  par  les  unités,  plus  trois  fois  le  produit  des  di- 
zaines par  le  carré  des  unités,  plus  le  cube  des  unités. 

258.  II.  La  différence  des  cubes  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  est  égale  à  trois  fois  le  carré  du  plus  petit  nombre, 
plus  trois  fois  ce  plus  petit  nombre,  plus  un. 

Soient  a  et  a  -+- 1  deux  entiers  consécutifs.  On  a,  d'après  le 
numéro  précédent, 

( rt  +  iy=  a'-i-  3a^ -h  3a  -{-  I, 

et,  par  suite, 

(«  +  i)'—  a^=  3a^-¥-  3a  +  I. 
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REMARQUES  SUR  LES  CUBES  DES  NOMBRES  ENTIERS. 

259.  Les  neuf  premiers  nombres 

I,        2,        3,        4.        5,        6,        7,        8,        9 
onl  pour  cubes 

I,        8,       27,      64,     125,     216,     343,    5i2,     72g. 

Le  cube  d'un  entier  composé  de  dizaines  el  d'unités  étant 
terminé  par  le  même  chiffre  que  le  cube  de  ses  unités  (257), 
on  conclut  de  ce  tableau  que  les  cubes  des  nombres  terminés 
par  I,  4>  5,  6,  9  sont  terminés  respectivement  par  les  mêmes 
chiffres,  tandis  que  les  cubes  des  nombres  terminés  par  2,  3, 
7,  8  sont  inversement  terminés  par  8,  7,  3,  2.  On  ne  peut 
donc  pas  en  déduire  de  caractères  d'exclusion  comme  pour 
les  carrés  (234). 

On  ne  peut  indiquer  que  le  suivant  :  les  cubes  des  entiers 
terminés  par  des  zéros  étant  toujours  terminés  par  un  nombre 
triple  de  zéros  (39),  tout  nombre  entier  terminé  par  un  nombre 
de  zéros  non  multiple  de  trois  n'est  pas  un  cube  parfait  (127). 

260.  Les  cubes  des  puissances  de  lo,  savoir  : 

10,  100,  1000,  lOOOO, ... 

sont  respectivement 

1000,        loooooo,        looooooooo,        I 000000000000. 

Il  en  résulte  que  la  racine  cubique  d'un  nombre  plus  petit 
que  1000  n'a  qu'un  chiffre  à  sa  partie  entière,  que  celle  d'un 
nombre  compris  entre  1000  et  1 000000  a  deux  chiffres  à  sa 
partie  entière, 

EXTRACTION  DE  LA  RACINE   CUBIQUE   D'UN   NOMBRE  ENTIER 
OU  FRACTIONNAIRE,  A  L'UNITÉ  PRÈS. 

261.  Nous  commencerons  par  ramener  le  second  cas  au 
premier,  en  démontrant  le  théorème  suivant  : 

La  racine  cubique,  à  moins  d'une  unité,  d'un  nombre  frac- 
tionnaire N,  est  égale  à  la  racine  cubique,  à  moins  d'une 
unité,  de  la  partie  entière  de  N. 

S.  et  de  C.  —  Arichm.  I  r 
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Désignons  par  a  la  partie  entière  de  ^/N.  Celte  racine  étant 
comprise  entre  a  et  rt  -m,  N  est  compris  entre  a*  et  (a  4- 1)»; 
par  suite,  «*  est  le  plus  grand  cube  entier  contenu  dans  N.  La 
partie  entière  de  ce  nombre  est  donc  au  moins  égale  à  a*  et, 
co^mme  elle  est  moindre  que  (a-i-i)',  la  racine  cubique  à 
l'unité  près  de  cette  partie  entière  est  aussi  égale  à  a. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  pourrons  donc  supposer  que  N  est 
entier.  Nous  aurons  alors  deux  cas  à  distinguer. 

262.  Si  N  est  <  looo,  J/N  est  <io  (260).  On  peut  alors 
résoudre  la  question  proposée  par  la  simple  inspection  de  la 
Table  des  cubes  des  neuf  premiers  nombres  (2o9). 

Soit  N  =  389.  Ce  nombre  n'est  pas  un  cube  parfait,  et  l'on 
trouve  qu'il  est  compris  entre  les  deux  cubes  consécutifs 
343  et  5i2,  dont  les  racines  respectives  sont  7  et  8.  y/N  est 
donc,  à  moins  d'une  unité,  7  par  défaut  et  8  par  excès. 

L'excès  du  nombre  389  sur  le  plus  grand  cube  entier  343 
qu'il  contient  est  appelé  reste  de  l'opération. 

Si  N  est  >  1000,  v^N  est  >  10  (260)  et  renferme  des  di- 
zaines et  des  unités.  La  recherche  de  la  racine  cubique  com- 
prend alors  deux  parties.  On  détermine  d'abord  exactement 
le  nombre  des  dizaines  de  la  racine  et,  ensuite,  un  chiffre 
égal  ou  supérieur  à  celui  de  ses  unités.  C'est  ce  que  nous 
allons  expliquer  sur  un  exemple. 

263.  Soit  le  nombre  43725658;  on  veut  extraire  la  racine 
cubique  du  plus  grand  cube  entier  contenu  dans  ce  nombre. 

Le  nombre  donné  étant  plus  grand  que  1000,  la  racine  de- 
mandée est  supérieure  à  10.  On  peut  donc  supposer  cette  ra- 
cine décomposée  en  dizaines  et  en  unités  et,  par  conséquent, 
son  cube  se  composera  (257)  du  cube  des  dizaines,  de  trois 
fois  le  produit  du  carré  des  dizaines  par  les  unités,  do  trois 
fois  le  produit  des  dizaines  par  le  carré  des  unités,  et  du  cube 
des  unités.  Or  le  cube  du  nombre  des  dizaines  de  la  racine 
est  nécessairement  contenu  dans  le  nombre  43725  des  mille 
du  nombre  proposé,  et  ce  dernier  nombre  peut  d'ailleurs  ren- 
fermer quelques  mille  provenant  des  autres  parties  du  cube 
de  la  racine  et  du  reste  (262);  donc,  en  extrayant  la  racine 
cubique  du  plus  grand  cube  entier  contenu  dans  43725,  on 
aura  le  nombre  des  dizaines  de  la  racine   cherchée  ou  un 


THÉORIE  DE  LA  RACINE  CUBIQUE.  i65 

nombre  trop  fort.  Il  est  aisé  de  voir  que  ce  nombre  ne  peut 
être  trop  fort.  En  effet,  supposons  que  35  soit  la  racine  du 
plus  grand  cube  entier  contenu  dans  ^^•jj.S  ;  le  cube  de  35 
pouvant  se  retrancher  de  43725,  le  cube  de  35o  pourra  évi- 
demment se  retrancher  de  43725000  et,  à  plus  forte  raison,  de 
43725658. 

On  voit  par  là  que  le  nombre  des  dizaines  de  la  racine  cu- 
bique d'un  entier  N  ]>  1000  est  toujours  égal  à  la  racine  du 
plus  grand  cube  entier  contenu  dans  le  nombre  des  mille  de  N. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  chercher  d'abord  la  racine  du 
plus  grand  cube  entier  contenu  dans  43725. 

Le  nombre  4^725  étant  lui-même  plus  grand  que  1000,  la 
racine  qu'il  faut  trouver  est  supérieure  à  10;  un  raisonnement 
identique  au  précédent  montre  que  le  nombre  des  dizaines 
de  cette  racine  est  égal  à  la  racine  cubique  du  plus  grand  cube 
entier  contenu  dans  le  nombre  43  des  mille  de  43725.  Il  faut 
donc  chercher  d'abord  la  racine  du  plus  grand  cube  entier 
contenu  dans  43. 

Le  nombre  43  étant  plus  petit  que  1000,  la  racine  qu'il  faut 
trouver  n'a  qu'un  seul  chiffre.  On  reconnaît,  par  l'inspeclion 
de  la  Table  des  cubes  du  n°  259,  que  cette  racine  est  3. 

La  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  43725  renferme 
donc  3  dizaines;  nous  allons  chercher  le  chiffre  des  unités  de 
cette  racine.  L'excès  du  nombre  43  sur  le  cube  27  de  3  étant 
16,  il  est  évident  que,  si  l'on  retranche  de  43725  le  cube  de 
3  dizaines,  c'est-à-dire  27  mille,  le  reste  contiendra  16  mille 
et  725  unités;  il  sera  donc  16725.  Si  l'on  divise  alors  le  nombre 
167  des  centaines  du  reste  16725  par  trois  fois  le  carré  du 
nombre  des  dizaines  de  la  racine,  c'est-à-dire  par  3  x  9  ou  27, 
le  quotient  obtenu  6  sera  égal  ou  supérieur  au  chiffre  des 
unités  de  la  racine.  En  effet,  le  nombre  43725  contient  :  1°  le 
cube  des  dizaines  de  la  racine;  2°  trois  fois  le  produit  du  carré 
des  dizaines  par  les  unités;  3°  trois  fois  le  produit  des  dizaines 
par  le  carré  des  unités;  4°  le  cube  des  unités;  5°  le  reste  de 
l'opération.  Par  suite,  si  l'on  retranche  de  43725  la  première 
de  ces  cinq  parties,  le  reste  obtenu  16725  contiendra  encore 
les  quatre  autres  parties  ;  le  nombre  167  des  centaines  de  ce 
reste  est  donc  au  moins  égal  au  produit  que  l'on  formerait  en 
multipliant  le  triple  27  du  carré  du  nombre  des  dizaines  de 
la  racine  demandée  par  le  chiffre  inconnu  des  unités  de  celle 

I  r. 
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racine.  Par  conséquent,  le  quolieni  6,  que  l'on  trouve  en  di- 
visant 167  par  27,  est  le  chiffre  des  unili^'s  de  la  racine  ou  un 
chiffre  trop  fort. 

On  voit  par  là  que  si  l'on  retranche  d'an  entier 'iS  le  cube 
des  dizaines  de  sa  racine  cubique,  et  si  l'on  divise  le  nombre 
des  centaines  du  reste  par  trois  fois  le  carré  du  nombre  des 
dizaines  de  la  racine,  le  quotient  obtenu  est  égal  ou  supérieur 
au  chiffre  des  unités  de  la  racine. 

Pour  reconnaître  si  le  chiffre  des  unités  de  la  racine  est 
effectivement  6,  il  faut  former  le  cube  de  36  et  voir  si  ce  cube 
peut  être  retranché  de  42725.  En  élevant  36  au  cube,  on  trouve 
pour  résultat  46656,  nombre  supérieur  à  43725;  on  en  conclut 
que  le  chiffre  6  est  trop  fort.  Il  faut  alors  essayer  de  la  même 
manière  le  chiffre  5.  En  élevant  35  au  cube,  on  trouve  pour 
résultat  42875,  nombre  inférieur  à  43725.  On  en  conclut  que 
35  est  la  racine  cherchée. 

Revenons  maintenant  au  nombre  proposé  4^725658.  Sa 
racine  cubique  contient  35  dizaines;  nous  allons  chercher  le 
chiffre  des  unités  de  cette  racine.  L'excès  de  4372.5  sur  42875, 
cube  de  35,  étant  85o,  il  est  évident  que,  si  l'on  retranche  de 
43725658  le  cube  de  35  dizaines,  c'est-à-dire  42875  mille,  le 
reste  contiendra  85o  mille  et  658  unités,  il  sera  donc  85o658. 
En  répétant  le  raisonnement  précédent,  on  prouvera  que,  si 
l'on  divise  le  nombre  85o6  des  centaines  de  ce  reste  par  trois 
fois  le  carré  du  nombre  des  dizaines  de  la  racine,  c'est-à-dire 
par  3  X  35^  ou  3675,  le  quotient  obtenu  2  doit  être  égal  ou 
supérieur  au  chiffre  des  unités  de  la  racine;  donc  la  racine 
demandée  est  égale  ou  inférieure  à  352.  Pour  reconnaître  si 
le  chiffre  des  unités  de  la  racine  est  effectivement  2,  il  faut 
former  le  cube  de  352  et  voir  si  ce  cube  peut  être  soustrait 
de  43725658.  En  élevant  352  au  cube,  on  trouve  pour  résultat 
43614208,  nombre  inférieur  à  437^5658;  on  en  conclut  que 
352  est  effectivement  la  racine  du  plus  grand  cube  entier 
contenu  dans  le  nombre  donné.  L'excès  du  nombre  donné 
43725658  sur  le  cube  43614208  de  352  est  iii45o;  c'est  le 
reste  de  l'opération. 

Voici  le  détail  des  calculs  : 
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43725658 

352 

35 

35 

352 

27 

27  = 

3X3' 

352 

167 

3675 

=  3X35' 

175 
io5 

704 
1760 

43725 

1225 

io56 

42875 

35 

123904 

85o6 

6125 
3675 

352 
247808 

43725658 

42875 

619520 

43614208 

371712 

I I I 45o 


43614208 


264.  Ce  qui  précède  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier,  on  le 
partage  en  tranches  de  trois  chiffres  ù  partir  de  la  droite.  Le 
nombre  de  ces  tranches,  dont  la  première  à  gauche  peut 
n'avoir  qu'un  ou  deux  chiffres,  est  ég-al  au  nombre  des  chiffres 
de  la  racine. 

On  extrait  la  racine  du  plus  grand  cube  entier  contenu  dans 
le  nombre  formé  par  la  première  tranche  à  gauche;  on  a  ainsi 
le  premier  chiffre  de  la  racine. 

On  retranche  le  cube  de  ce  chiffre  du  nombre  exprimé  par 
la  première  tranche  à  gauche,  et  Von  abaisse  le  premier  chiffre 
de  la  deuxième  tranche  à  la  droite  du  reste.  On  divise  le 
nombre  ainsi  obtenu  par  trois  fois  le  carré  du  premier  chiffre 
de  la  racine.  Le  quotient  entier  de  cette  division  est  égal  ou 
supérieur  au  deuxième  chiffre  de  la  racine.  Pour  essayer  ce 
chiffre,  on  l'écrit  à  droite  du  premier  chiffre  de  la  racine^  et 
on  élève  le  résultat  au  cube.  Si  ce  cube  peut  être  retranché  du 
nombre  formé  par  les  deux  premières  tranches,  le  chiffre 
essayé  est  exact  ;  dans  le  cas  contraire,  on  essaye  de  la  même 
manière  le  chiffre  inférieur  d'une  unité,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à ce  qu'on  ait  trouvé  le  chiffre  exact. 

Le  deuxième  chiffre  de  la  racine  étant  trouvé  et  le  cube 
du  nombre  formé  par  les  deux  premiers  chiffres  de  cette  racine 
ayant  été  soustrait  du  nombre  formé  par  les  deux  premières 
tranches,  on  abaisse,  à  la  droite  du  reste,  le  premier  chiffre  de 
la  troisième  tranche.  On  divise  le  nombre  ainsi  obtenu  par  trois 
fois  le  carré  du  nombre  exprimé  par  les  deux  premiers  chiffres 
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de  la  racine.  Le  quotient  entier  de  cette  division  est  égal  ou 
supérieur  au  troisième  chiffre  de  la  racine.  Pour  essayer  ce 
chiffre,  on  l'écrit  à  droite  du  nombre  formé  par  les  deux  pre- 
miers chiffres  de  la  racine,  et  on  élève  le  résultat  au  cube.  Si 
ce  cube  peut  être  retranché  du  nombre  formé  par  les  trois 
premières  tranches,  le  chiffre  essayé  est  exact;  dans  le  cas 
contraire,  on  essaye  de  la  même  manière  le  chiffre  inférieur 
d'une  unité. 

On  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  toutes  les  tranches  aient 
été  employées.  L'excès  du  nombre  proposé  sur  le  cube  de  la 
racine  trouvée  est  le  reste  de  l'opération  (*). 

11  peut  arriver  que,  dans  l'une  des  divisions  dont  il  vient 
d'êlre  question,  le  quotient  entier  soit  zéro;  dans  ce  cas,  le 
chiffre  correspondant  de  la  racine  est  zéro. 

•265.  Le  reste  auquel  conduit  l'extraction,  à  moins  d'une 
unité,  de  la  racine  cubique  d'un  entier  est  moindre  que  trois 
fois  le  carré  de  la  racine,  plus  trois  fois  cette  racine,  plus  un. 

Soient  N  le  nombre  donné,  a  sa  racine  et  R  le  reste  de 

l'opération.  On  a 

N  =  rt»  -4-  R. 

Si  l'on  avait  alors  R  =  ou  >»  3rt=  +  3a -i- i,  on  aurait  aussi 
N  =  ou  >>  a^  -t-  3a' H-  3a  -i-  i,  c'est-à-dire  N  =  ou  >■(«  -t-  i)». 
Or,  c'est  ce  qui  est  innpossible,  puisque,  par  hypothèse,  a'  est 
le  plus  grand  cube  entier  contenu  dans  N. 

11  résulte  de  là  que,  dans  l'exiraciion  de  la  rrcine  cubique 
d'un  entier,  chacun  des  restes  que  l'on  obtient  successivement 
est  au  plus  égal  à  trois  fois  le  carré  du  nombre  formé  par  les 
chiffres  déjà  trouvés,  plus  trois  fois  ce  même  nombre. 

EXTRACTION    DE  LA  RACINE  CUBIQUE    D'UN   NOMBRE  ENTIER 
OU  FRACTIONNAIRE,  AVEC  UNE  APPROXIMATION  DONNÉE. 

266.  Soit  un  nombre  N,  entier  ou  fractionnaire,  dont  on 
veut  extraire  la  racine  cubique  à  moins  de  -•  Il  faut  (2i3) 


(*)  Nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  utile  d'entrer  dans  aucun  détail  relatirc- 
ment  aux  légères  simplifications  qu'on  pourrait  apporter  à  cette  régla 
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trouver  un  eiiiier  x  lel,  qu'on  ait 

n        '  Il 

ou,  en  élevant  au  cube  et  multipliant  ensuite  par  /i% 

j?^  élant  le  plus  grand  cube  entier  contenu  dans  le  produit 
Nn',  ^  est  la  racine  cubique  de  ce  produit  à  moins  d'une  unité 
par  défaut.  On  arrive  donc  à  la  règle  suivante,  analogue  à  celle 
du  n°  24.3  : 

Pour  extraire,  à  moins  de  —  j  la  racine  cubique  d'un  nombre 

n  ^ 

N,  entier  ou  fractionnaire,  il  faut  extraire,  à  moins  d'une 
unité,  la  racine  cubique  du  produit  N/i^  et  diviser  le  résultat 
par  n. 

RACINE  CUBIQUE  D'UNE  FRACTION. 

267.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  est  un  cube 
parfait  b^,  on  obtient  la  racine  cubique  de  cette  fraction  à 

moins  dcji  en  extrayant  la  racine  cubique  du  numérateur  à 

moins  d'une  unité  et  en  divisant  le  résultat  par  b. 

Soit,  en  effet,  la  fraction  .-  dont  on  veut  la  racine  cubique  à 

moins  de  j-  D'après  la  règle  précédente,  il  faut  extraire  la  ra- 
cine cubique  du  produit  —  X  b^,  c'est-à-dire  la  racine  cubique 

du  numérateurs,  à  moins  d'une  unité,  et  diviser  le  réjultal 
trouvé  par  b. 

On  voit  par  là  que,  si  les  deux  termes  d'une  fraction  sont 
des  cubes  parfaits,  on  obtient  la  racine  cubique  exacte  de  cette 
fraction  en  extrayant  la  racine  cubique  de  chaque  terme. 

2G8.  On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  le  dénominateur 
d'une  fraction  soit  un  cube  parfait.  Il  suffit,  pour  cela,  de  mul- 
tiplier les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  carré  de  son  dé 

...    «  '     ,  <  «^*    p       .        ,        II' 

nomniateur.  Ainsi,  r  est  égal  a  -r-j  fraction  dont  le  dcnomi- 
o  0^ 

nateur  est  un  cube  |)arfait. 
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On  peut  aussi  réduire  loule  fraction  irréduciible  au  déno- 
minateur cube  niinunum,  en  opérant  comme  nous  l'avons 
indiqué  au  n"  2'i-7. 

ÉVALUATION  EN  DÉCIMALES  DE  LA  RACINE  CUBIQUE 
D'UN  NOMBRE  QUELCONQUE. 

269.  S'il  s'agit  d'un  nombre  entier,  la  règle  du  n°  2G6  peut 
être  formulée  comme  il  suit  : 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier  N  à  — 

près,  il  faut  écrire  3n  zéros  à  la  droite  de  N,  extraire,  à  une 
unité  près.  In  racine  cubique  du  nombre  ainsi  formé,  et  sépa- 
rer n  chiffres  décimaux  à  la  droite  de  la  racine  obtenue {'^k^). 

De  même  : 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  fractionnaire, 
à  une  unité  près  d'un  ordre  décimal  déterminé,  on  évalue  le 
nombre  fractionnaire  en  décimales  avec  un  nombre  de  chiffres 
décimaux  triple  du  nombre  de  ceux  qu'on  veut  avoir  à  la  ra- 
cine; on  supprime  la  virgule,  puis  on  extrait,  à  une  unité  près, 
la  racine  cubique  de  l'entier  obtenu,  et  Von  fait  exprimer  à 
cette  racine  des  unités  de  l'ordre  de  la  fraction  qui  marque  le 
degré  d'approximation  demandé  (2^9). 

270.  Il  peut  arriver  que  le  nombre  dont  on  veut  extraire  la 
racine  cubique  soit  directement  donné  en  décimales,  et  qu'il 
ne  contienne  pas,  comme  le  prescrit  la  règle,  trois  fois  autant 
de  chiffres  décimaux  qu'on  en  veut  avoir  à  la  racine.  Dans  ce 
cas,  on  complète  par  des  zéros  les  décimales  manquantes(2o0). 

DES  RACINES  EN  GÉNÉRAL. 

271.  En  général,  lorsqu'un  nombre  est  une  puissance  d'un 
autre  nombre,  le  second  nombre  est  dit  une  racine  du  pre- 
mier. Ainsi,  32  étant  la  cinquième  puissance  de  2,  le  nombre  2 
est  à  son  tour  la  racine  cinquième  de  82;  5  est  le  degré  ou 
Vindice  de  la  racine. 

Pour  indiquer  une  racine  d'un  nombre,  on  place  ce  nombre 
sous  le  signe  V  >  àans  l'ouverture  duquel  on  écrit  l'indice  de 
la  racine.  Ainsi  ^32  représente   la  racine  cinquième  de  32. 
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Lorsqu'il  s'agit  d'une  racine  carrée,  on  se  dispense  d'écrire 
l'indice. 

Les  racines  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puissances 
exactes,  d'un  degré  égal  à  l'indice,  sont  des  nombres  incom- 
mensurables, et  le  calcul  de  leurs  valeurs  approchées  peut  être 
ramené  à  l'extraction  des  racines  des  nombres  entiers,  comme 
nous  l'avons  expliqué  avec  détails  pour  ce  qui  concerne  les 
racines  carrées. 

Ainsi,  l'on  obtient  la  valeur  de  T  N  à  -  près  en  exiravant,  à 

n  .-       ' 

une  unité  près,  la  racine  du  produit  Nn"',  et  en  divisant  le 

résultat  par  n.  En  outre,  par  le  raisonnement  emplové  aux 

n°' 236  et  261,  on  établit  immédialemeni  que  pour  extraire,  à 

une  unité  près,  la  racine  m'''^'  d'un  nombre  quelconque,  il 

suffit  d'extraire  la  racine  ni'""  de  la  plus  grande  puissance 

m''""  entière  contenue  dans  ce  nombre. 

Enfin,  l'on  démontre,  en  suivant  le  raisonnement  du  ii"2ol, 

que  si  Ton  extrait  la  racine  m'^""  d'un  nombre  N,  entier  ou 

fractionnaire,   qui  n'est  pas  une  puissance  m'''"'  parfaite,  par 

défaut  et  par  excès,  d'après  une  loi  d'approximation  marquée 

par  —  >  on  forme  deux  suites  indéfinies  de  fractions  qui  tendent 
^     nP  ' 

vers  une  limite  commune  lorsque  l'entier/;  crûîiin'lcfinimeni. 

C  est  celte  limite  commune,  indépendante  de  la  loi  d'ap- 
proximation, que  nous  appelons  la  racine  m"""  exacte  de  N 
et  que  nous  représentons  par  ^/iN. 

Par  exemple,  la  racine  cubique  d'un  nombre,  tel  que  i3,  qui 
n'est  pas  un  cube  exact  est  la  limite  de  deux  suites  indéfinies 
de  fractions  dont  les  cubes  tendent  vers  une  limite  égale  à  i3. 

Mais  l'extraction  directe  des  racines  de  degré  supérieur  au 
deuxième  n'est  pas  une  opération  pratique  ;  c'est  au  moyen  des 
logarithmes  que  cette  extraction  doit  être  effectuée,  comme 
on  le  verra  plus  loin.  Le  but  que  nous  nous  sommes  proposé, 
en  traitant  de  la  racine  cubique  des  nombres  entiers,  est  sim- 
plement de  donner  une  idée  de  la  généralisation  que  com- 
porte la  théorie  développée  dans  le  Chapitre  précédent. 
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CHAPITRE   III. 

CALCUL  DES  NOMBRES  APPROCHÉS. 


DES  NOMBRES  INCOMMENSURABLES  ET  DES  OPÉRATIONS 
SDR  CES  NOMBRES. 

27-2.  Considérons  une  grandeur  A  qui  soii  incommensu- 
rable avec  l'unité  choisie,  désignée  par  B  (225)  :  elle  sera 
mesurée  par  un  nombre  incommensurable  a.  (226). 

n  étant  un  nombre  quelconque,  entier  ou   fractionnaire, 
i> 

formons  la  grandeur   -5   et  admettons  qu'elle  soit  contenue 
n 

m  fois  dans  A  avec  un  reste  moindre  que  —  :  le  plus  grand 

n 

multiple  de  —  contenu  dans  A  sera  m—?  et  la  grandeur  m- 
11  n 

commensurable  A  sera  comprise  entre  les  deux  grandeurs 

commensurables  m—  et  (/?;  +  ij— •  Si  I  on  conserve  toujours 

H  comme  unité,  ces  deux  grandeurs  commensurables  seront 

mesurées  (135    par  les  nombres  —  et  -• 

^       '  ^  nu 

nx 
On  dit  alors  que  —  est  une  valeur  approchée  par  défaut,  à 

moins  de  -?  du  nombre  incommensurable  oc  qui  mesure  A, 

71 

et  que  est  une  valeur  approchée  par  excès,  à  moins 

de  ->  du  même  nombre,  de  sorte  qu'on  a 
n  ' 

m   ^       ^  m  +  I 
—  <a< • 

n  n 

Supposons  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse 
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d'une  longueur  ab  incommensurable  avec  l'unilé  choisie  cd. 
Portons  cd  sur  ab  autant  de  fois  que  possible. 

Si  (ib  contient  1  fois  cd,  avec  un  reste  eb  moindre  que  cd, 
le  nombre  incommensurable  X  qui  mesure  ab  est  compris 
entre  les  nombres  2  et  3,  qui  sont  ses  valeurs  par  défaut  el 
par  excès  à  l'unilé  près. 


—  d 

fh 


Divisons  l'unité  cd  en  dix  parties  égales  et  portons  l'une  de 

ces  parties, /(/^= — >  sur  eb  autant  de  fois  que  possible.  Si  le 

reste  eb  contient  5  fois/i/,  avec  un  reste  gb  moindre  que/<:/, 
le  nombre  incommensurable  X  est  compris  enire  les  nombres 
2,  5  et  2,  6,  qui  sont  ses  valeurs  par  défaut  el  par  excès  à  un 
dixième  près. 
Divisons  encore/t/  en  dix  parties  égales,   et  portons  l'une 

de  ces  parties,  fid  =  —  = 5  sur  sb  autant  de  fois  que  pos- 

•^  10        100  '^  -11^ 

sible.  Si   le  reste  gb  contient  7  fois  /id,  avec  un  reste  ib 

moindre  que  hd,  le  nombre  incommensurable  X  est  compris 

entre  les  nombres  2,  57  et.  2,   58,   qui  sont  ses  valeurs  pnr 

défaut  et  par  excès  à  un  centième  près. 

Comme  la  longueur  ab  est  supposée  incommensurable  avec 
l'unité  choisie,  l'opération  que  nous  venons  d'indiquer  se  pour- 
suivra indéfiniment,  sans  qu'on  puisse  parvenir  à  un  reste  nul  ; 
et  nos  moyens  d'investigation  pourront  seuls  être  en  défaut 
pour  apprécier  les  restes  successifs,  à  cause  de  leur  petitesse. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  obtiendrons  de  cette  manière  deux 
séries  de  nombres  commensurables,  tels  que 

2  2,5        2,57         2,573,  .... 

3  2,6         2,58        2,574,  .... 

Ceux  de  la  première  série  représentent  les  valeurs  par  défaut 
du   nombre  incommensurable  X,  ceux  de  la  seconde  série 
représentent  les  valeurs  par  excès  du  même  nombre. 
Ces    deux    séries   de   nombres   commensurables    tendent 
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d'ailleurs,  sans  jamois  l'alleindre,  vers  une  même  limilo 
(224)  qui  est  précisénierii  le  nombre  incommensurable  >.. 

En  effet,  les  nombres  de  la  première  série  ne  pouvant 
décroître,  par  suite  de  la  marche  adopiée,  vont  en  général 
en  croissant,  tout  en  restant  inférieurs  à  un  nombre  quel- 
conque de  la  seconde  série  :  ils  s'approchent  donc  d'une  cer- 
taine limite  fixe. 

De  même,  les  nombres  de  la  seconde  série  ne  pouvant 
croître  vont  en  général  en  décroissant,  tout  en  restant  supé- 
rieurs à  un  nombre  quelconque  de  la  première  série  :  ils 
s'approchent  donc  d'une  certaine  limite  fixe. 

Les  deux  limites  sont  les  mêmes;  car  les  termes  corres- 
pondants des  deux  séries  différent,  lorsqu'on  arrive  au  ran^; 

(p  -t-  i),  de Or  celle  différence  diminue  à  mesure  que  p 

augmente,  c'est-à-dire  à  mesure  qu'on  avance  dans  les  deux 
séries,  et  tend  autant  qu'on  veut  vers  zéro  quand  p  augmente 
indéfiniment. 

En  même  temps,  la  grandeur  incommensurable  nb  est  la 
limite  commune  des  grandeurs  commensurables  mesurées 
par  les  nombres  commensurables  des  deux  séries. 

Nous  venons  de  considérer  spécialement  une  longueur,  et 
nous  avons  choisi  une  approximation  décimale;  mais  il  est 
clair  qu'un  raisonnement  analogue  peut  s'appliquer  aux  gran- 
deurs mathématiques  de  toute  espèce,  et  que  la  loi  suivant 
laquelle  varie  l'approximation  successivement  obtenue  peut 
être  quelconque,  pourvu  que  cette  approximation  soit  ex- 
primée par  un  nombre  de  plus  en  plus  peiit  et  landant  vers 
zéro.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer. 

Soit  une  grandeur  incommensurable  quelconque  A;  dési- 
gnons par  a„  et  a'„  les  valeurs  ap|)rochées  à  moins  de  -«  par 

défaut  et  par  excès,  du  nombre  incommensurable  a  qui  me- 
sure A. 

Remarquons  que  (d'une  manière  générale)  a„  ne  croît  pas 
toujours  avec  n.  Si  nous  considérons,  par  exemple,  la  diago- 
nale d'un  carré  en  prenant  son  côté  pour  unité,  cette  diago- 
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nale  est  représentée  par  y  2,  ei  si  l'on  exiraii  celle  racine  par 

di^'faul,  a  —  près  d'abord,  el  ensuite  a  —  près,  on  trouve  — 
10  II'  10 

tl  — 5  c  est-a-d;re  «„+,  <,  a,,. 
1 1 

Pour  lever  toute  difficulté,  nous  appellerons  valeur  prin- 
cipale (')  de  a,  à  moins  de  -  par  défaut,   la   plus  grande  do 

toutes  les  valeurs  de  «„  quand  on  fait  croître  n  de  zéro  jus- 
qu'à n,  et  nous  désignerons  cette  valeur  principale  par  a„. 
De  cette  manière,  quand  n  croîtra,  la  valeur  principale  a„ 
croîtra  aussi  ou,  du  moins,  ne  décroîtra  jamais. 

Remarquons,  de  même,  que  a'n  ne  décioît  pas  toujours  à 
mesure  que  n  augmente.  Si  nous  considérons,  par  exemple, 
le  côté  du  triangle  équilaléral  inscrit  dans  une  circonférence 
dont  le  rayon   est   l'unité   choisie,   ce   côté  est   représenté 

par  v^3,  et  si  l'on  extrait  cette  racine  par  excès,  à  —  près 

I  o 

1.  .       I  .      ,    I        ,  18       20      ,       ,    , 

d  abord,  et  ensuite  a  —  près,  on  trouve  —  el  — ?  c  est-a-dire 
II  10        I  r 

a'n+i  >  ««. 

Nous   appellerons   donc    valeur  principale  de  a,  à   moins 

de  -  par  excès,  la  plus  petite  de  toutes  les  valeurs  de  a'^  quand 

on  fait  croître  n  de  zéro  jusqu'à  n,  et  nous  désignerons  celle 
valeur  principale  par  a„.  De  cette  manière,  quand  n  croîtra, 
la  valeur  principale  a'n  décroîtra  ou,  du  moins,  ne  croîtra 
jamais. 

Cela  posé,  a„  mesurant  une  grandeur  inférieure  à  A,  reste 
également  inférieur,  quel  que  soit  n,  à  l'une  quelconque  des 
valeurs  rt^  approchées  par  excès;  et,  comme  a„  ne  peut  dé- 
croître lorsque  n  croît  indéfinimenl,  la  série  des  valeurs  de  a» 
tend  vers  une  certaine  limite  fixe. 

De  même,  a),  mesurant  une  grandeur  supérieure  à  A,  reste 
également  supérieur,  quel  que  soit  n,  à  l'une  quelconque  des 
valeurs  «„  approchées  par  défaut;  el,  comme  a'n  ne  peut  croître 


(')  Voir  la  Note  I  des  Eléments  de  Géométrie,  par   EugèXE  Rocché  et  Ch.  de 
Comberoisse;  3*  odilion  entièrement  refondue,  i88i. 
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lorsque  //  croît  indéfiniment,  la  série  des  valeurs  de  y!„  tend 
aussi  vers  une  certaine  limite  fixe. 

Ces  deux  limites,  d'ailleurs,  se  confondent;  car,  par  défi- 
nition, les  valeurs  principales  «„  et  «^  sont  comprises  entre  n„ 

elrtl,  el,  par  suite,  leur  différence  est  moindre  que  r/^— <-/„=-, 

fraction  qui  tend  vers  zéro  autant  qu'on  veut  lorsque  n  croît 
indéfiniment. 

Celte  limite  commune  qui,  par  conséquent,  est  aussi  celle 
vers  laquelle  tendent  en  même  temps  les  séries  des  valeurscor- 
respondantes  de  a„  el  de  n'^,  est  le  nombre  incommensurable  a. 

La  grandeur  incommensurable  A  est,  à  son  tour,  la  limite 
commune  des  grandeurs  commensurables  représentées  par 
ces  mêmes  séries  de  nombres  commensurables. 

273.  Nous  pouvons  maintenant  préciser  les  opérations 
arithmétiques  au  point  de  vue  des  nombres  incommensu- 
rables. 

Puisque  les  nombres  ne  sont  que  la  représentation  des 
grandeurs,  on  est  conduit  à  cette  définition  générale. 

Le  résultat  de  toute  opération  sur  des  nombres  incommen- 
surables, est  la  limite  des  résultats  fournis  par  la  même  opé- 

Kttion  appliquée  à  leurs  valeurs  approchées  à  moins  de  -  i 

par  défaut  ou  par  excès,  lorsque  n  croît  indéfiniment. 

Nous  allons  vérifier,  pour  chaque  opération  arithmétique, 
que  cette  limite  existe  et  qu'elle  ne  dépend  pas  de  la  manière 
dont  n  croît  indéfiniment. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignons  par  a  et  [3  les  deux  nombres 
incommensurables  proposés;  par  a„  et  a'„,  b„  et  b'„,  les  valeurs 
de  ces  nombres  approchées  par  défaut  el  par  excès  à  moins 

de  -•,  par  «„  et  a/„  [3„  et  (3;„  les  valeurs  principales  correspon- 
dantes. 11  résulte  de  ce  qui  précède  que  a  est  la  limite  com- 
mune de  a„,  a'n,  a»,  «,',  comme  (3  celle  de  6„,  b'n,  [3„,  (3,',,  quand 
n  croît  indéfiniment. 

Addition.  —  On  veut  définir  la  somme  des  deux  nombres 
incommensurables  a  et  (3. 
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Formons  les  deux  sommes  a„-l-|3„  ei  «^-t-(3„;  lorsqu'on 
fait  croître  n  indéfiniment  d'une  manière  quelconque,  elles 
consliiueni  deux  séries  correspondantes. 

Les  nombres  de  la  première  série,  sommes  des  valeurs 
principales  par  défaut,  ne  pouvant  décroître  (272),  croissent 
en  général  en  restant  inférieures  à  un  nombre  quelconque  de 
la  seconde  série.  Les  nombres  de  la  seconde  série,  sommes 
des  valeurs  principales  par  excès,  ne  pouvant  croître,  décrois- 
sent en  général  en  restant  supérieurs  à  un  nombre  quel- 
conque de  la  première  série.  Les  nombres  des  deux  séries 
convergent  donc  vers  une  limite,  qui  est  la  même  pour  les 
deux  suites;  car,  en  s'arrêtant  à  un  rang  quelconque,  la  dif- 
férence 

'«;-*- p;)-(««+;3„)  ou  (a;-«j  +  (p;-[3„) 

est  moindre,  d'après  la  définition  des  valeurs  principales,  que 

la  différence 

2 

{a'„—  On]  ■+■  [b'n—  b„    —-■, 

fraction  qui  tend  vers  zéro  autcni  qu'on  veut  pour  n  assez 
grand. 

C'est  cette  limite  commune  qui  est  la  somme  a  -r-  3-. 

Cette  somme  est  donc  la  limite  de  la  somme  qu'on  obtient 
en  ajoutant  deux  valeurs  approchées  correspondantes  de  «  et 

de  J3,   l'approximation  -  de   ces  valeurs  pouvant  avoir   lieu 

dans  un  sens  quelconque,  pourvu  que  n  croisse  indclini- 
ment. 

Soustraction.  —  a  est  dit  plus  grand  que  (3  si  l'on  a,  quel 
que  soit  n,  a«>>[3^.  On  veut  définir  la  différence  des  deux 
nombres  incommensurables  a  et  (3. 

Formons  les  deux  différences  a„—  %  et  oc'„—  !3„;  lorsqu'on 
fait  croître  i,.  indéfiniment  d'une  manière  quelconque,  elles 
constituent  deux  séries  correspbndantes. 

Les  nombres  de  la  première  série  ne  pouvant  évidemment 
décroître  d'après  la  définition  des  valeurs  principales,  crois- 
sent en  général  en  restant  inférieurs  à  un  nombre  quel- 
conque de  la  seconde  série.  A  leur  tour,  les  nombres  de  la 
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seconde  série  ne  pouvant  croîire,  décroissent  en  général  en 
restant  supérieurs  à  un  nombre  quelconque  de  la  première 
série.  Les  nombres  des  deux  séries  convergent  donc  vers 
une  limite,  qui  est  la  même  pour  les  deux  suites;  car,  en 
s'arrêtani  à  un  rang  quelconque,  la  différence 

(a:,-(3„)-(a„-p;)   ou    (a;-a„]  +  ([3;-P„) 

est  moindre  que  la  différence 

[a'„—  a„]  -+-  (^;—  6„)  =  -, 

qui  tend  vers  zéro  autant  qu'on  veut  pour  n  assez  grand. 

C'est  celte  limite  commune  qui  est  la  différence  a  —  [3. 

Celte  différence  est  donc  la  limite  de  la  différence  qu'on 
obtient  en  retranchant  deux  valeurs  approchées  correspon- 
dantes de  ce  et  de  j3,  l'approximation  -  de  ces  valeurs  pouvant 

avoir  lieu  dans  un  sens  quelconque,  pourvu  que  n  croisse 
indéfiniment. 

Comme  on  a,  quel  que  soit  n, 

on  a  aussi,  à  la  limite, 

«=(3+(«-{3); 

et  la  différence  «—(3  e&t  bien  (19)  le  nombre  qui,  ajouté 
à  [3,  reproduit  oc. 

Multiplication.  —  On  veut  définir  le  produit  des  deux 
nombres  incommensurables  a  et  [3. 

Formons  les  deux  produits  a„(3„  et  oc'„^'„;  quand  on  fait 
croître  n  indéfiniment  d'une  manière  quelconque,  ils  consii- 
luenl  deux  séries  correspondantes. 

Les  nombres  de  la  première  série,  produits  des  valeurs 
principales  par  défaut,  ne  pouvant  décroître  d'après  la  défini- 
tion de  ces  valeurs,  croissent  en  général  en  restant  inférieurs 
à  un  nombre  quelconque  de  la  seconde  série.  Les  nombres 
de  la  seconde  série,  produits  des  valeurs  principales  par 
excès,    ne   pouvant  croître,  décroissent  en  général  en  res- 
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mm  supérieurs  à  un  nombre  quelconque  de  la  première 
série.  Les  nombres  des  deux  séries  convergent  donc  vers  une 
limite,  qui  est  la  même  pour  les  deux  suites;  car,  en  s'arrê- 
lant  à  un  rang  quelconque,  on  a 

a„  5„ a„     |3„ 

et  les  deux  fractions  du  second  membre  de  celle  identité 
tendent  en  même  temps  vers  l'unité  (2T2),  lorsque  n  croît 
indéfinimenl. 

C'est  cette  limite  commune  qui  est  le  produit  a(3. 

Ce  produit  est  donc  la  limite  du  produit  qu'on  obtient  en 
mulliplianl  deux  valeurs  approchées  correspondantes  de  a  el 

de  [3,  l'approximation  -   de  ces  valeurs  pouvant  avoir  lieu 

dans  un  sens  quelconque,  pourvu  que  n  croisse  indéfiniment. 

Ce  qui  précède  est  évidemment  applicable  au  produit  d'un 

nombre  quelconque  de  facteurs  incommensurables  et,   par 

conséquent,  aux  puissances  d'un  nombre  incommensurable. 

Comme  on  a 

a„5„=(3„^.„ 

quel  que  soit  n,  on  a  aussi,  a  la  limite, 

a  (i  :=:  [j  a. 

La  valeur  du  produit  a,3,  telle  qu'on  vient  de  la  définir,  est 
donc  indépendante  de  l'ordre  des  facteurs. 

Il  en  résulte  que  le  théorème  fondamental  relatif  au  chan- 
gement d'ordre  des  facteurs  d'un  produit  (48),  s'étend,  avec 
toutes  ses  conséquences,  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs  incommensurables. 

Division.  —  On  veut  définir  le  quotient  des  deux  nombres 
incommensurables  a  et  (3. 

Formons  les  deux  quotients  ^  et  -^;  quand  on  fait  croître 

P.T  Pn 

n  indéfiniment  d'une  manière   quelconque,  ils  constituent 
deux  séries  correspondantes. 
Les  nombres  de  la  première  série,  ne  pouvant  décroître 

s.  et  (le  C.  —  Arichm.  12 
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d'après  la  définilioii  des  valeurs  principales,  croissent  en  gé- 
néral en  restant  inférieurs  à  un  nombre  quelconque  de  la 
seconde  série.  Les  nombres  de  la  seconde  série,  ne  pouvai  l 
croître,  décroissent  en  général  en  restant  supérieurs  à  un 
nombre  quelconque  de  la  première  série.  Les  nombres  des 
deux  séries  convergent  donc  vers  une  limite,  (jui  est  !a  même 
pour  les  deux  séries;  car,  en  s'arrêlant  à  un  rang  quelconque, 
on  a 

«n    .   «^  «n      ^ 

et  nous   savons   (272)    que   les    deux    fractions    du    second 

membre  de  celte  identité  tendent  en  même  temps  vers  l'unité, 

lorsque  n  croît  indéfiniment. 

^.  ,  .  ,  .        X 

C  est  celle  limite  commune  qui  est  le  quotient  -5  • 

Ce  quotient  est  donc  la  limite  du  quoiieni  qu'on  oblieni 
en  divisant  deux  valeurs  approchées  correspondantes  de  x  et 

de  |3,  l'approximation  -   de  ces  valeurs  pouvant  avoir  lieu 

dans  un  sens  quelconque,  pourvu  que  n  croisse  indéfini- 
ment. 

Comme  on  a,  quel  que  soit  n, 

a„  =  p„  .  ^T 1 
on  a  aussi,  à  la  limite, 

et  le  quotient  -5  est  bien  (167)  le  nombre  qui,  multiplié  par  [3, 

H 
reproduit  a. 

Racines.  —  Nous  avons  défini  (271)  la  racine  /n*^'""  exacte 
d'un  nombre  N,  entier  ou  fractionnaire,  qui  n'est  pas  une 
puissance  m'^"*  parfaite,  et  nous  avons  représenté  celte  racine 
par  le  sjinbole  "{  N. 

Si  le  nombre  commensurableN  est  remplacé  par  un  nombre 


\ 
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incommensurable  1,  nous  dirons  de  même  que  la  racine  m'^"'^ 
exacte  de  1  est  le  nombre  incommensurable  qui,  élevé  à  la 
puissance  m'*'"^,  reproduit  ï.,  et  nous  représenterons  celle 
racine  par  "^ï. 

]în  remplaçant  X  par  des  valeurs  commensurables  de  plus 
en  plus  approchées,  on  approche  aussi  de  plus  en  plus  de  la 

valeur  exacte  '^ï;  c'est  ce  que  nous  verrons  dans  les  para- 
graphes qui  vont  suivre. 

DES  QUESTIONS  QUI  SE  PRÉSENTENT  DANS  LE  CALCUL 
DES  NOMBRES  APPROCHÉS. 

274.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  qu'on  n'avait  à  opérer 
que  sur  des  nombres  donnés  exactement;  mais  le  plus  sou- 
vent, dans  la  pratique,  il  n'en  est  pas  ainsi.  La  mesure  des 
grandeurs,  quelque  soin  qu'on  y  apporte,  ne  conduit  presque 
jamais  à  des  nombres  exacts.  Il  y  a  d'ailleurs,  comme  la  théo- 
rie des  racines  vient  de  nous  le  montrer,  des  nombres  qu'on 
peut  évaluer  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  le 
veut,  mais  dont  il  est  impossible  d'obtenir  la  valeur  exacte  en 
décimales;  la  réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions 
décimales  nous  en  avait  déjà  offert  un  exemple. 

On  est  ainsi  conduit  à  résoudre,  pour  chacune  des  six  opé- 
rations fondamentales,  les  deux  questions  suivantes  : 

1°  j^vec  quelle  approximation  peut-on  obtenir  le  résultat 
d'une  opération  à  effectuer  sur  des  nombres  qui  sont  donnés 
cliacun  avec  un  certain  degré  d'approximation  P 

2°  Avec  quelle  approximation  est-il  nécessaire  d'évaluer  les 
données  d'un  calcul,  pour  obtenir  le  résultat  avec  un  degré 
d' approximation  déterminé? 

Pour  ce  qui  regarde  l'addition  et  la  soustraction,  la  solution 
de  la  deuxième  question  est  donnée  immédiatement  par  les 
règles  des  n°=  216  et  217  ;  la  première  question  n'offre  pas  plus 
de  difficultés.  Dans  l'addition,  il  est  évident  que  les  erreurs 
s'ajoutent  ou  se  retranchent,  suivant  qu'elles  sont  de  même 
sens  on  A&  sens  contraires;  l'erreur  dont  une  somme  est  alîectée 
est  donc  au  plus  égale  à  la  somme  des  erreurs  des  parties 
qui  la  composent.  Si,  par  exemple,  il  s'agit  d'additionner  dix 
nombres  au  plus,  et  que  ces  nombres  soient  approchés  à  0,001 

12. 
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près  par  dcfaul,  l'erreur  commise  sur  la  somme  sera  moindre 
que  0,001  X  10,  ou  que  0,01  ;  on  aura  donc  celle  somme 
à  0,01  près,  en  supprimanl  le  chifTrc  des  millièmes  el  en  aug- 
mentani  d'une  uniié  le  chiffre  précédenl,  ainsi  que  cela  a  élé 
expliqué  au  n"  216.  Dans  la  souslraciion,  les  erreurs  s'ajouieni 
ou  se  relranchent,  suivanl  qu'elles  sonl  de  sens  contraires  ou 
de  même  sens;  l'erreur  qui  affecte  la  différence  de  deux  nom- 
bres est  donc  au  pi  is  égala  à  la  somme  des  erreurs  commises 
sur  ces  nombres. 

La  solution  des  mêmes  questions,  pour  ce  qui  concerne  la 
multiplication,  la  division,  les  puissances  el  les  racines,  se  dé- 
duit très-simplement  de  la  considération  des  erreurs  relatives 
dont  nous  allons  nous  occuper. 

DES  ERREURS  RELATIVES. 

275.  L'erreur  dont  un  nombre  approché  est  affecté  esl  dite 
y  erreur  absolue  de  ce  nombre;  cette  erreur  absolue  esl  ainsi 
égale  à  la  différence  du  nombre  approché  et  du  nombre  exact. 

On  nomme  erreur  relative  d'un  nombre  approché  le  quo- 
tient de  la  division  de  l'erreur  absolue  par  le  nombre  exact. 
Il  s'ensuit  que  l'erreur  absolue  est  égale  au  produit  de  l'er- 
reur relative  par  le  nonibre  exact. 

C'est  d'après  l'erreur  relative,  et  non  d'après  l'erreur  abso- 
lue, qu'il  faut  juger  du  degré  de  précision  obtenu  dans  la  me- 
sure d'une  grandeur.  Supposons  qu'ayant  eu  à  mesurer  deux 
longueurs,  l'une  de  1000  mètres  et  l'autre  de  100  mètres,  on 
ait  commis  dans  chaque  cas  une  erreur  absolue  de  i  mètre. 
Partageo-ns  la  longueur  de  1000  mètres  en  dix  parties  égales  de 
îoo  mètres  chacune,  et  distribuons  uniformément  l'erreur  de 
t  mètre  sur  chaque  partie  :  l'erreur  sera  de  i  dixième  de  mètre 
pour  chacune.  Donc,  bien  que,  dans  les  deux  mesures  dont  il 
s'agit,  l'erreur  absolue  soit  la  même,  la  première  mesure  doit 
être  regardée  comme  plus  précise  que  la  seconde;  c'est  ce 
qu'on  aperçoit  immédiatement  en  considérant  l'erreur  relative 

qui  est dans  le  premier  cas  et dans  le  second. 

1000  '  100 

276.  Il  est  utile  de  savoir  assigner  immédiatement  une  limite 
supérieure  de  l'erreur  relative  d'un  nombre  approché,  quand 
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on  connaîi  une  limite  supérieure  de  l'erreur  absolue;  tel  est 
l'objet  de  la  proposition  suivante,  qui  est  fondamentale  : 

I.  Si,  dans  un  nombre  approché,  le  premier  chijfre  signijî- 
catifàgauche  est  exact,  et  qu  'à  partir  de  ce  chiffre  il  y^  ait  en- 
core n  chiffres  exacts,  l'erreur  relative  est  moindre  que  l'unité 
divisée  par  le  premier  chiffre  à  gauche  du  nombre,  sitivi  de 
n  zéros. 

Considérons,  par  exemple,  le  nombre  exact  5467,342376. 
Si  nous  ne  conservons  que  les  trois  premiers  chiffres  à  gauche, 
nous  obtenons  le  nombre  approché  5460.  L'erreur  absolue  est 
moindre  que  10  ;  le  nombre  exact  est  d'ailleurs  plus  grand  qua 
5ooo  :  donc  l'erreur  relati^»e  est  moindre  que  10  :  5ooo  ou  que 

-z — )  comme  1  indique  la  proposition  énoncée. 

Si,  dans  le  même  nombre  exact  5467,342376,  nous  conser- 
vons les  six  premiers  chiffres  à  gauche,  nous  obtenons  le 
nombre  approché  5467,34.  Ici  l'erreur  absolue  est  moindre 
que  0,01,  le  nombre  exact  étant  d'ailleurs  plus  grand  que5ooo; 

l'erreur  relative  est  moindre  que  o  ,oi  :  5ooo  ou  que  -p ^• 

'  5oooo 

Considérons  encore  le  nombre  o,oo853,  qui  est  approché  à 
une  unité  près  de  l'ordre  de  son  dernier  chiffre  à  droite.  L'er- 
reur absolue  de  ce  nombre  est  moindre  que  0,00001  ;  d'ailleurs 
le  nombre  exact  est  plus  grand  que  0,00800;  donc  l'erreur  re- 
lative est  moindre  que  0,00001  :  0,00800  ou  que  r;; — • 
^  000 

Le  premier  chiffre  à  gauche  d'un  nombre  approché  figure 
seul,  comme  on  le  voit,  dans  notre  limite  de  l'erreur  relative. 
Souvent,  pour  plus  de  simplicité,  on  substitue  1  à  ce  chiffre. 
Ainsi,  le  nombre  o,oo853,  dont  les  cinq  chiffres  sont  exacts, 

est  affecté  d'une  erreur  relative  moindre  que  7; — •;  cette  erreur 

000 

relative  est,  à  plus  forte  raison,  moindre  que 

'  ^100 

277.  Nous  avons  encore  besoin,  pour  l'objet  que  nous  avons 
en  vue,  de  savoir  assigner  réciproquement  une  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  absolue  d'un  nombre  approché,  quand  on 
connaît  une  limite  supérieure  de  l'erreur  relative;  la  solution 
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de  celle  seconde  queslion  esl  renfermée  dans  la  proposition 
suivante  : 

II.  Si  l'erreur  relative  d'un  nombre  approché  est  moindre 
que  l'unité  divisée  par  un  chiffre  suivi  de  n  zéros,  on  peut 
compter  sur  l'exactitude  des  n  premiers  chiffres  significatifs 
à  franche  du  nombre  approché;  quelquefois  même  on  peut 
compter  sur  un  chiffre  de  plus. 

Supposons  que  l'erreur  relative  d'un  nombre  approché  soit 

inférieure  à  ;  si  le  premier  chiffre  à  gauche  du  nombre 

70000  ' 

rpnroché  esl  inférieur  à  7,  on  peut  compter  sur  l'exactitude 
des  cinq  premiers  chiffres  à  gauche,  c'est-à-dire  que  l'erreur 
absolue  dont  le  nombre  esl  affecté  est  moindre  qu'une  unité 
de  l'ordre  du  cinquième  chiffre.  Si,  au  contraire,  le  premier 
chiffre  à  gauche  du  nombre  approché  est  égal  ou  supérieur  à 
7,  on  ne  peut  compter  que  sur  les  quatre  premiers  chiffres. 

i°Soil  le  nombre  approché  5467,342376,  dont  l'erreur  rela- 
tive est  inférieure  à  -        •  L'erreur  absolue  de  ce  nombre  est 
70000 

moindre  que  la  70000^  partie  du  nombre  exact;  d'ailleurs  ce- 
lui-ci est  moindre  que  7000  ;  donc  l'erreur  absolue  est  moindre 

que  X  7000,  c  est-a-dire  moindre  que  0,1. 

70000 

Puisqu'on  ne  peut  pas  répondre  de  l'exaciilude  des  cinq 
derniers  chiffres  à  droite  du  nombre  5467,342376,  il  esl  inu- 
tile de  conserver  ces  chiffres.  A  la  vérité,  en  substituant  5467,3 
à  5467,342376,  on  commet  une  nouvelle  erreur  qui  s'ajoute  à 
l'erreur  dont  ce  dernier  nombre  est  affecté,  ou  qui  s'en  re- 
tranche, suivant  que  le  nombre  est  apj)roché  par  défaut  ou  par 
excès.  Dans  le  premier  cas,  il  faut  augmenter  de  i  le  dernier 
chiffre  conservé;  dans  le  second  cas,  au  contraire,  on  doit 
prendre  ce  chiffre  tel  qu'il  est.  Si  l'on  ignore  le  sens  de  l'er- 
reur qui  affecte  le  nombre  5467,342376,  on  lui  substituera 
l'un  quelconque  des  deux  nombres  5467,3  et  5467,4;  on 
pourra  alors  commettre  une  erreur  supérieure  à  0,1,  mais  cette 
erreur  sera  certainement  plus  petite  que  0,2. 

2°  Soit  le  nombre  approché  789,342376,  dont  l'erreur  rela- 
tive est  inférieure  à .   Le  nombre  exact  étant  inférieur 

70000 
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à  7000,  l'erreur  absolue  est  moindre  que X7000,  c'esl- 

70000 

à-dire  moindre  que  0,1.  On  peut  donc  compter  sur  l'exacii- 

lude  des  quatre  premiers  chiffres  à  gauche,  dans  le  sens  qui  a 

été  indiqué  plus  haut. 

ERREUR  RELATIVE  D'UN  PRODUIT  OU  D'UN  QUOTIENT. 

278.  1.  L'erreur  relative  du  produit  de  deux  facteurs,  l'un 
exact,  l'autre  approché,  est  égale  à  l'erreur  relative  du  facteur 
approché. 

Considérons  le  produitrttdont  les  deux  facteurs  sont  exacts. 
Substituons  au  premier  facteur  une  valeur  approchée  par  dé- 
faut, a  —  a  par  exemple.  Le  produit  approché  correspondant 
sera  («  —  a]  6  ou  (46)  «6  —  ab.  L'erreur  absolue  de  ce  produi 

approché  est  donc  y.b  et  son  erreur  relative  (275) —v  ou  -> 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Le  même  raisonnement  s'applique  évidemment  au  cas  où 
le  facteur  inexact  est  approché  par  excès. 

279.  IL  L' erreur  relative  du  produit  de  deux  facteurs,  appro- 
chés tous  deux  par  défaut,  est  moindre  que  la  somme  des  er- 
reurs relatives  de  ces  facteurs. 

Considérons  le  produit  «6  dont  les  deux  facteurs  sont  exacts. 
Substituons  au  premier  facteur  la  valeur  «  ^  a  et  au  second 
la  valeur  6  —  (3.  Le  produit  approché  correspondant  sera 

(a  —  5:)X(6  — (3)     ou  (46,  27)     ah  —  y.h  —  ap -^  0^^. 

L'erreur  absolue  de  ce  produit  approché  est  donc 

ah  -h  a^  —  <y.^ 

et  son  erreur  relative 

ocb-h  aâ—  x'i  V.       S       (x       & 

■:         '       ou     -  -+-  Ç X  ^^ 

ao  a        b        a        b 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  voit,  en  même  temps,  que  l'erreur  relative  du  produit 
de  deux  facteurs  approchés  par  défaut  est  égale  à  la  somme 
des  erreurs  relatives  des  deux  facteurs,  diminuée  du  produit 
de  ces  mêmes  erreurs. 


I 
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On  démontrerait,  par  un  raisonnement  identique,  que  : 

L'erreur  relative  <lu  produit  de  deux  facteurs  approchés  par 
excès  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  relatives  des  deux  fac- 
teurs, augmentée  du  produit  de  ces  mêmes  erreurs; 

Et  que  • 

L'erreur  relative  du  produit  de  deux  facteurs  approchés, 
l'un  par  défaut,  l'autre  par  excès,  est  égale  à  la  différence 
des  erreurs  relatives  des  deux  facteurs,  augmentée  ou  diminuée 
du  produit  de  ces  ntêmes  erreurs. 

280.  Dans  les  calculs  qui  exigent  une  grande  précision,  les 
erreurs  relatives  des  nombres  approchés,  sur  lesquels  on  doit 
opérer,  sont  généralement  des  fractions  très-peliies,  et  alors 
le  produit  de  deux  de  ces  erreurs  est  très-petit  reiaiivement  à 
chacune  d'elles.  Si  l'on  néglige  ce  produit,  on  obtient  la  pro- 
position suivante,  qui  s'applique  à  tous  les  cas: 

L'erreur  relative  d'un  produit  de  deux  facteurs  est  égale  à 
la  somme  ou  à  la  différence  des  erreurs  relatives  des  facteurs. 

L'inexactitude  dont  celle  proposition  paraît  entachée  ne  pei;t 
avoir  aucune  influence  dans  les  applications  que  l'on  en  fait. 
On  sait  d'ailleurs  quelle  est  la  quantité  que  l'on  néglige,  et  il 
serait  aisé,  dans  chaque  cas,  de  vérifier  qu'elle  n'a,  en  gé- 
néral, aucune  importance. 

On  déduit  immédiatement  de  là  que  : 

L'erreur  relative  d'un  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  relatives  des  facteurs 
approchés  dans  un  sens,  diminuée  de  la  somme  des  erreurs 
relatives  des  facteurs  approchés  en  sens  contraire. 

Soient,  par  exemple.  A,  B,  G  les  facteurs  approchés  par  excès 
et  M,  N  les  facteurs  approchés  par  défaut.  On  peut  considérer 
le  produit  A. B.C. M. N  comme  le  produit  des  deux  fadeurs 
(A.B.C)  et  (M.N).  L'erreur  relative  du  premier  facteur  est, 
d'après  ce  qui  précède,  la  somme  des  erreurs  relatives  de 
(A.B)  et  de  C,  c'est-à-dire  la  somme  des  erreurs  relatives  des 
facteurs  A,  B,  C.  De  même,  l'erreur  relative  du  second  facteur 
est  la  somme  des  erreurs  relatives  de  M  et  de  N.  La  proposi- 
tion énoncée  est  donc  vérifiée,  puisque,  des  deux  facteurs 
(A.B.C)  et  (M.N),  l'un  est  approché  par  excès  et  l'autre  par 
défaut. 

On  voit  <iue,  dans  tous  les  cas,  on  a  une  limite  supérieure 
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de  l'erreur  relative  d'un  produit  en  prenant  la  somme  des 
erreurs  relatives  des  facteurs  approchés.  C'est  celle  limite 
qu'on  adopte  dans  la  pratique. 

281.  L'erreur  relative  du  quotient  de  deux  nombres  appro- 
chés est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  erreurs  rela- 
tives du  dividende  et  du  diviseur. 

En  effet,  le  dividende  étant  le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient,  son  erreur  relative  est  (279)  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  erreurs  relatives  du  diviseur  et  du  quotient.  L'erreur 
relative  du  quotient  est  donc,  réciproquement,  la  différence 
ou  la  somme  des  erreurs  relatives  du  dividende  et  du  diviseur. 

Dans  tous  les  cas,  on  a  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
relative  du  quotient  en  prenant  la  somme  des  erreurs  relatives 
du  dividende  et  du  diviseur.  C'est  cette  limite  qu'on  adopte 
dans  la  pratique. 

Si  le  dividende  est  exact,  son  erreur  relative  est  nulle; 
l'erreur  relative  du  quotient  est  alors  égale  à  l'erreur  relative 
du  diviseur. 

Si  le  diviseur  est  exact,  l'erreur  relative  du  quotient  est 
rigoureusement  égale  à  l'erreur  relative  du  dividende,  ainsi 
que  cela  résulte  du  n"  278. 

MULTIPLICATION  ET  DIVISION  DES  NOMBRES  APPROCHÉS. 

282.  Pour  connaître  le  degré  d'approximation  avec  lequel 
on  peut  obtenir  le  produit  ou  le  quotient  de  deux  nombres 
approchés,  il  suffit,  d'après  ce  qui  précède,  de  déterminer  une 
limite  supérieure  de  l'erreur  relative  de  chacun  de  ces  nom- 
bres. On  pourra  alors  en  déduire  (280,281)  une  limite  supé- 
rieure de  l'erreur  relative  du  produit  ou  du  quotient  cherché, 
et  savoir,  par  cette  limite,  sur  combien  de  chiffres  exacts  il 
est  permis  de  compter  au  résultat  (277). 

Au  point  de  vue  pratique,  les  théorèmes  suivants  résolvent 
très-simplement,  pour  la  multiplication  et  la  division,  les  deux 
questions  posées  au  n''274. 

283.  I.  Pour  obtenir  avec  m  chiffres  exacts  le  produit  ou  le 
quotient  de  deux  nombres  approchés,  il  suffit  de  connaître 
ces  deux  nombres  avec  m  -h  i  chiffres  exacts. 

En  effet,  pour  que  le  résultat  cherché  renferme  m  chiffres 
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exacts,  il  suffit  (277) que  son  erreur  relative  soit  moindre  que 

-  et,  par  suite  (280,  281),  que  l'erreur  relative  de  chacun 

I  O"' 

des  nombres  donnés  soit  inférieure  à  — Or,  c'est  ce  qui 

1  . 1  o'" 

a   lieu,  lorsque  chacun  de  ces  nombres  est  pris  avec  m  -i-  2 

phifFres  exacts,  puisque,  pour  chacun  d'eux,  l'erreur  relative 

est  alors  (276)    moindre  que  — -r-,  et,  à  plus    forte   raison, 

moindre  que 

^       2.10'" 

28i.  Le  plus  souvent,  dans  la  pratique,  il  suffit  d'avoir 
chacun  des  deux  nombres  donnés  avec  m  -4- 1  chiffres  exacts. 
En  effet,  la  seule  condition  qui  leur  soit  imposée  est  de  pré- 

senler  séparément  une  erreur  relative  momdre  que • 

•^  2.10"" 

Or,  lorsque  le  premier  chiffre  à  gauche  de  l'un  de  ces  nombres 

est  plus  grand  que  i,  son  erreur  relative  est,  dans  l'hypothèse 

énoncée,  moindre  que (276). 

'  '2.10'"  ' 

De  même,  lorsque  l'un  des  nombres  donnés  est  exact,  il 
suffit  toujours  de  prendre  l'autre  nombre  avec  m  +  i  chiffres 
exacts.  En  effet,  l'erreur  relative  du  premier  nombre  étant 
nulle,  il  suffit  de  rendre  l'erreur  relative  de  l'autre  nombre 

moindre  que  ■ — -  pour  obtenir  le  résultat  cherché  avec  m  chif- 
fres  exacts. 

285.  II.  Réciproquement,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux 
nombres  approchés  peut  être  obtenu  avec  m  —  2  chiffres 
exacts,  lorsque  celui  des  deux  nombres  qui  contient  le  moins 
de  chiffres  exacts  en  contient  m. 

En  effet,  l'erreur  relative  de  chacun  des  nombres  donnés 

est  alors  moindre  que -et,  par  suite,  l'erreur  relative  du 

2 
résultai  cherché   n'atteint  pas  :  et,  à  plus  forte  raison, 

—  -(277). 
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286.  Le  plus  souvent,  dans  la  pratique,  on  peut  compter  sus 

m  —  I  chiffres  exacts.  Il  suffit  pour  cela  que  l'erreur  relative 

du  résultat  cherché  n'atteisne  pas -;  or  c'est  ce  nui  aura 

lieu  si   aucun  des  nombres  proposés  ne  commence  par  i, 
puisque  l'erreur  relative  de  chacun  d'eux  sera  alors  inférieure 


I 


287.  De  même,  lorsque  l'un  des  nombres  donnés  est  exact, 
on  peut  toujours  compter  sur  m  —  i  chiffres  exacts  au  résul- 
tat, si  l'autre  nombre  présente  m  chiffres  exacts.  Dans  ce  cas, 
en  effet,  l'erreur  relative  du  résultat  se  trouve  réduite  à  l'er- 
reur relati>e  du  seul  nombre  approché,  et  a  pour  limite  supé- 

i 
rieure  ■• 

io"'~' 

288.  On  a  souvent  à  multiplier  ou  à  diviser  l'un  par  l'autre 
deux  nombres  tels  que  A  et  B,  dont  le  premier  A  renferme 
seulement  m  chiffres  exacts,  et  dont  le  second  B  peut  être 
obtenu,  comme  tt,  \pi,...,  avec  une  approximation  illimitée. 

On  remarque  alors  que,  si  B  pouvait  être  connu  exactement, 
on  ne  pourrait  répondre,  au  plus  (287),  que  de  m  —  i  chiffres 
dans  le  résultat.  On  pourra  atteindre  ici  cette  même  limite, 
si  le  nombre  X  ne  commence  pas  par  i;  car,  en  calculant  B 
avec  m  chiffres  exacts,  s'il  ne  commence  pas  par  i,  et  avec 
m  -+-  I  chiffres  dans  le  cas  contraire,  l'erreur  relative  du  résul- 
tat sera  moindre  que    -      1 -dans  le  premier  cas, 

2.IO'""'  2.10'""'  ' 

et  que      1 dans  le  second,  c  est-a-dire  toujours  in- 

^       2.10"'-'        10'"  ■' 

férieure  à  • 

10'"-' 

Si  le  nombre  A  commence  par  i,  on  ne  pourra  compter  que 
sur  m  —  2  chiffres  dans  le  résultat.  En  effet,  on  peut  seule- 
ment affirmer  que  l'erreur  relative  de  A   est  moindre   que 

•  Par  suite,  quel  que  soit  le  nombre  de  chiffres  avec 

lequel  on  calcule  B,  on  ne  pourra  pas  faire  tomber  Terreur 

relative  du  résultai  au-dessous  de :•  En  prenant  alors  B 
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avec  m  cniirres  exacis  comme  A,  l'erreur  relative  du  rcsulira 

sera  momdre  que  -   — -  +  ,  ou  que -;  ce  qui  pcr- 

'        lo'"-'        lo'"-'  10'"-'  '      ' 

mellra  de  compter,  dans  ce  résultat,  sur  m  —  i  cliiirres. 

289.  Les  théorèmes  des  numéros  283  et  28o  s'étendent  im- 
médiatement au  cas  d'an  produit  composé  d'un  nombre  quel- 
conque de  fadeurs  (  280),  pourvu  que  le  nombre  p  des  facteurs 
approchés  soit  inférieur  à  lo. 

290.  xVpi'lications. 

1°  Calculer,  à  moins  de  o,oi,  le  produit 

P=10007T(y'5  —  i).  M 

La  partie  entière  de  P  ayant  évidemment  4  chiffres,  on  demande  le 
résultat  avec  6  chiffres  exacts.  D'après  la  règle  du  n°  283,  on  devrait 
donc  calculer  chacun  des  facteurs  icoott  et  v/5  — i  avec  8  chiffres;  mai?, 
le  dernier  seul  commençant  piir  i,  il  suffira  (28i)  de  calculer  le  premier 
avec  7  chiffres.  On  aura  ainsi,  par  défaut,  iooott  ==  3i4i,592  et 
y'â  —  1  =  1 ,2^60679.  Par  suite,  en  désignant  par  x  une  quantité  moindre 
que  0,01,  on  peut  éciire 

P  =  3i4i  ,592  X  1 ,2360679  ^~  ^-• 

Il  y  a  lieu  alors  de  se  servir  delà  méthode  de  la  multiplication  abrégée 
(219),  pour  calculer  le  produit  3i4i,592  x  1,2360679  à  0,01  près. 


3i4i 

5920 

9760 

6321 

3i4i 

5920 

628 

3i84 

94 

2477 

18 

8490 

1884 

217 

27 

3883,2199 

Mais  ici  se  présente  une  remarque.  «  désigne  l'erreur  qui  résulte  du 
nombre  de  chiffres  pris  dans  les  deux  facteurs  approchés.  La  multiplica- 
tion abrégée  en  introduit  une  seconde,  également  inférieure  à  0,01. 

Il  faut  évidemment  faire  en  sorte  que  ces  doux  erreurs  soient  de  sens 
contraires,  pour  pouvoir  airiimer  que  le  produit  P  est  obtenu  à  moins  de 
0,01,  par  défaut  ou  par  excès. 

Or,  les  deux  facteurs  considérés  étant  approchés  par  défaut,  a  rcpré- 
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sente  une  erreur  par  défaut.  D'ailleurs,  sur  le  produit  abrégé  3883,2199, 
l'erreur  par  défaut  est  moindre  (219)  que 

(i-f-2-+-3-i-G-i-6  +  7-4-g)x  0,0001, 

ou  que  34  dix-milliènaes.  Le  produit  3141,592x1,2860679  est  donc 
compris  entre  8883,2199  et  3883,2233.  En  prenant  pour  ce  produit 
3883,2233,  l'erreur  par  excès  est  au  plus  de  34  dix-millièmes;  en  prenant 
3883,23,  cette  erreur  par  excès  a  pour  limite  supérieure  loi  dix-mil- 
lièmes; mais  la  compensation  s'établit  ainsi  par  rapport  à  a,  et  3883,23 
représente  le  produit  demandé  P  à  0,01  près,  par  défaut  ou  par  excès. 

Si  les  deux  facteurs  donnés  avaient  été  approchés  par  excès,  a  aurait 
désigné  une  erreur  par  excès,  et  il  aurait  fallu,  au  contraire,  prendre  P 
égal  à  3883,22. 

2°  Calculer  à  moins  de  0,1  le  pi-Mhdt 

P  =  620289  ^  V^2' 

La  partie  entière  de  P  ayant  évidemment  6  chiffres,  on  veut  le  résultat 
avec  7  chiffres  exacts.  Comme  un  seul  des  facteurs  est  approché,  il  faut 
calculer  ce  facteur  (28i)  avec  8  chiffres  et  prendre  v/2  =  i,4i42i85  par 
défaut.  En  désignant  par  a  une  quantité  moindre  que  0,1,  on  aura  donc 

P  =  620289  X  i,4i4-*i35  -+-  a. 

En  employant  la  multiplication  abrégée,  on  trouve 

620289  X  2,41 4'^  135  =  877221,074. 

L'erreur  qu'entraîne  l'opération  abrégée  est  moindre  que  i5  millièmes, 
car  les  trois  premiers  produits  partiels  sont  exacts;  par  suite,  le  produit 
considéré  est  compris  entre  877221,074  et  877221,089.  Pour  compenser 
l'erreur  par  défaut  a,  on  doit  prendre  ce  produit  par  excès  et  égal  à 
877221,1.  Telle  est  la  valeur  de  P  à  0,1  près,  par  défaut  ou  par  excès. 

3°  Calculer,  avec  la  plus  grande  approximation  possible^  le  quotient 

4,728 


3,1416 


sachant  que  le  dividende  et  le  diviseur  sont  approchés  l'un  et  l'autre  à 
moins  d'une  unité  de  l'ordre  de  leur  dernier  cidffre,  le  premier  par  dé- 
faut, le  second  par  excès. 

Aucun  des  deux  nombres  donnés  ne  commençant  par  i,  et  celui  qui 
contient  le  moins  de  chiffres  exacts  en  contenant  4,  on  voit  (286)  qu'on 
peut  compter  au  quotient  sur  3  chiffres  exacts;  comme  il  a  évidemment 
un  seul  chiffre  à  sa  partie  entière,  on  doit  donc  le  calculer  à  0,01  près. 
D'ailleurs,  le  dividende  étant  donné  par  défaut  et  le  diviseur  par  excès, 
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ce  quotient  sera  oDlenu  p;ir  défiiut.  En  désignant  par  Q  le  quotient 
exact  et  par  a  une  (juantité  moindre  que  0,0 1,  on  aura 


Si  l'on  emploie  alors  la  méthode  de  la  division  abrégée  (221  ),  on  devra 
prendre  par  excès  le  quotient  correspondant,  afin  de  compenser  l'erreur 
par  défaut  a. 


♦  ¥  ♦ 


4723000      3 14 16 
i582        i   i5o 


L'opération  abrégée  donnant  pour  quotient  i,5o,  à  0,01  près  par  dé- 
faut, la  valeur  de  Qsera  i,5i  à  0,01  près,  par  défaut  ou  par  excès. 

On  peut  souvent  savoir  le  sens  de  l'erreur  du  quotient  fourni  par  la 
division  abrégée.  Ainsi,  dans  le  calcul   précédent,  l'erreur  par  défaut  de 

ce  quotient  est  représentée  (221)  par  -        ■■,  et  son  erreur  par  excès  a 

pour  limite  supérieure  ^^7—^)  de  sorte  qu'il  est  bien  obtenu  par  défaut. 
3i4iD  ' 

Mais  il  peut  arriver  qu'on  ne  connaisse  pas  le  sens  de  l'erreur  commise 
sur  les  deux  nombres  donnés.  On  ne  sait  pas  alors  si  a  est  une  erreur 
par  défaut  ou  par  excès;  on  ne  peut  donc  pas  décider  entre  la  valeur  par 
défaut  et  la  valeur  par  excès  du  quotient  fourni  par  la  division  abrégée. 
En  prenant  l'une  d'elles,  on  peut  seulement  affirmer  que  l'erreur  com- 
mise sur  Q  est  moindre  que  2  unités  de  l'ordre  du  dernier  chiffre  con- 
servé. 

On  se  trouve  encore  dans  le  même  cas  lorsqu'on  ne  peut  pas  répondre 
du  sens  de  l'erreur  commise  dans  la  division  abrégée. 

4°  Calculer,  ai>ec  i3  décimales  exactes,  le  quotient 


I 


64800 


Le  premier  chiffre  significatif  du  quotient  représentant  des  cent-mil- 
lièmes, et  les  chiffres  significatifs  d'un  nombre  décimal  comptant  seuls  dans 
l'évaluation  de  l'erreur  relative,  on  voit  qu'on  demande  9  chiffres  exacts 
au  quotient  cherché.  Le  dividende  tt  étant  seul  approché,  on  doit  (284)  le 
prendre  avec  10  chiffres,  par  défaut,  c'est-à-dire  poser  t:  —  3,ï4i59'/653. 
En  effectuant  alors  la  division  abrégée,  on  obtient  un  quotient  par  excès 
0,00004848 1 368 1,  qui  représente  le  quotient  cherché  à  moins  d'une 
unité  du  treizième  ordre,  par  défaut  ou  par  excès. 

5°  Calculer,  à  moins  d'une  unité,  le  produit 

P  =  1000  TT  (v'5  —  i)  \/3. 
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La  partie  entière  de  ce  produit  ayant  évidemment  4  chilTres,  on  veut 
le  calculer  avec  4  chiffres  exacts.  Il  suffirait  donc  de  prendre  chaque  fac- 
teur avec  6  chiffres  (289);  mais  on  peut  aussi  regarder  P  comme  le  pro- 
duit des  deux  facteurs  iooo7r(\/5  —  i)  et  v/3.  Le  dernier  facteur  com- 
mençant seul  par  i,  on  le  prendra  avec  6  chiffres,  et  le  premier  avec 
5  seulement  (284).  Nous  avons  déjà  trouvé  (1")  iooo7r(v/.5  —  i)  =  3883, 'i 
par  défaut;  d'ailleurs \/3  =  i,732o5  par  défaut  :  on  a  donc 
P  =  3883,2  X  I  ,70205 -f- a, 

en  désignant  par  a  une  quantité  moindre  que  i.  Il  reste  donc  à  calculer 
le  produit  3883,2  x  i  ,73206,  à  l'unité  près,  par  excès,  en  employant  la 
multiplication  abrégée.  On  trouve  ainsi  P  =  6726  à  moins  d'une  unité, 
par  défaut  ou  par  excès. 

PUISSANCES  ET  RACINES  DES  NOMBRES  APPROCHÉS, 

291.  L'erreur  relative  d'une  puissance  d'un  nombre  appro- 
ché est  égale  à  V erreur  relative  de  ce  nombre,  multipliée  par 
l'exposant  de  la  puissance. 

Celle  proposition  résulte  immédialemeni  du  Ihéorème  du 
n°  280. 

Réciproquement,  V erreur  relative  d'une  racine  d'un  nombre 
approché  est  égale  à  l'erreur  relative  de  ce  nombre,  divisée  par 
l'indice  de  la  racine. 

En  particulier,  l'erreur  relative  du  carré  ou  du  cube  d'un 
nombre  approché  est  le  double  ou  le  triple  de  l'erreur  relative 
de  ce  nombre  ;  et  l'erreur  relative  de  la  racine  carrée  ou  cu- 
bique d'un  nombre  approché  est  la  moitié  ou  le  tiers  de  V er- 
reur relative  de  ce  nombre. 

RACINE  CARRÉE  ET  RACINE  CUBIQUE 
DES  NOMBRES  APPROCHÉS. 

292.  I.  Pour  obtenir  la  racine  carrée  d'un  nombre  avec 
m  chiffres  exacts,  il  suffit  de  connaître  ce  nombre  avec  m  +  i 
ou  avec  m  chiffres  exacts,  suivant  que  son  premier  chiffre  si- 
gnificatif à  gauche  est  ou  n'est  pas  moindre  que  5. 

En  effet,  pour  pouvoir  compter  sur  m  chiffres  à  la  racine 
cherchée,  il  suffit  que  l'erreur  relative  de  cette  racine  soit 

moindre  que  — -•-,  c'est  ce  qui  arrivera  (291)  si  l'erreur  relative 
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sur  le  nombre  dont  on  extrait  la  racine  est  moindre  que  - 

ou  que  -r ■•  Or,  en  prenant  ce  nombre  avec  m  +  i  chiffres 

exacts,  son  erreur  relative  est  louiours  moindre  que et,  à 

J  ^         lO™ 

plus  forte  raison,  que    ^ —  •  Si  le  nombre  donné  com- 

mence  par  un  chiffre  égal  ou  supérieur  à  5,  il  suffit  de  le 
prendre  avec  m  chiffres  exacts;   car   alors  (276)  son  erreur 

relative  est  moindre  que  ■= • 

^       5.10"'-' 

293.  II.  Réciproquement,  étant  donné  un  nombre  appro- 
ché avec  ni  chiffres  exacts,  on  peut  calculer  sa  racine  carrée 
avec  m  —  i  ou  avec  m  chiffres  exacts,  suivant  que  le  premier 
chiffre  significatif  à  gauche  de  ce  nombre  est  ou  n'est  pas 
moindre  que  5. 

En  effet,  soit  K  le  premier  chiffre  significatif  à  gauche  du 
nombre  donné  avec  m  chiffres  exacts;  l'erreur  relative  de  ce 

nombre  est  moindre  que  .,  ,  et,  par  suite  (291),  l'erreur 

K.io'"""' 

relative  de  sa  racine  carrée  est  inférieure  à  — j, •   Cette 

erreur  étant  toujours  moindre  que  — --•>  on  peut  toujours 

compter  sur  m  —  i  chiffres  à  la  racine.  Mais  si  K  est  au  moins 
égal  à  5,  l'erreur  relative  de  la  racine  carrée  devient  inférieure 

à  - — -5  et  l'on  peut  alors  compter  sur  m  chiffres  à  la  racine. 
10" 

294.  Les  deux  théorèmes  précédents  sont  applicables  à  la 
racine  cubique.  On  peut  même  alors  substituer  le  chiffre  4  au 
chiffre  5  qui  figure  dans  leurs  énoncés. 

293.  Il  est  utile  de  faire  remarquer  combien  les  proposi- 
tions que  nous  venons  d'indiquer  simplifient  les  règles  don- 
nées aux  n"^  2i8,  249  et  2G9,  pour  l'évaluation  en  décimales 
de  la  racine  carrée  ou  de  la  racine  cubique  d'un  nombre  quel- 
conque. 
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296.  Applications. 

1°  Calculer  yjv:  à  o,oi  près, 

v/tt  ayant  un  chiffre  à  sa  partie  entière,  on  veut  trouver  le  résultat 
avec  3  chiffres  exacts.  Le  premier  chiffre  de  t.  étant  moindre  que  5,  il 
faut  prendre  tt  avec  4  chiffres  (292).  Si  l'on  prend  sa  valeur  par  excès, 
on  a 

/tt  =  \/3,  i42  —  a, 

en  désignant  par  a  une  quantité  moindre  que  o^oi.  Il  ne  reste  donc  plus 
qu'à  extraire  la  racine  carrée  du  nombre  3, 142  à  0,01  près  par  défaut, 
pour  compenser  l'erreur  a  qui  est  par  excès.  On  trouve  ainsi  i  ,77  qui 
représente  \/r.  k  0,01  près,  par  défaut  ou  par  excès. 


2*  Calculer  V  85i  -+-  v/a  rt  0, 1  près. 

La  partie  entière  du  résultat  ne  renfermant  qu'un  chiffre,  on  veut  ce 
résultat  avec  1  chiffres  exacts.  Comme  le  premier  chiffre  du  nombre 
85i  -t-  y/â  est  plus  grand  que  5,  il  suffit  de  connaître  deux  chiffres  exacts 
de  ce  nombre  (292).  On  cherchera  donc  v/85o  à  0,1  près,  en  prenant 
cette  racine  par  excès  pour  compenser  l'erreur  par  défaut  due  à  la  sub- 
stitution opérée.  On  obtient  ainsi  9,6.  C'est  la  racine  cubique  demandée, 
à  0,1  près,  par  défaut  ou  par  excès. 

3°  Extraire  la  racine  carrée  de  28 ,  27  avec  la  plus  grande  approxima- 
tion possible,  sachant  que  ce  nombre  est  approché  par  déjaut  à  moins 
de  0,01. 

Le  nombre  proposé  a  4  chiffres  exacts,  mais  il  commence  par  2;  on  ne 
peut  donc  compter  (293)  que  sur  trois  chiffres  exacts  à  la  racine. 

En  extrayant  cette  racine  à  0,01  près  par  excès,  pour  compenser  l'er- 
reur par  défaut  qu'entraîne  celle  commise  sur  le  nombre,  on  trouve  5,32. 
C'est  la  racine  carrée  demandée,  à  0,01  près,  par  défaut  ou  par  excès. 


4°  Calculer  t  /     '  avec  In  plus  grande  approximation  possible, 

sachant  que  les  deux  termes  de  la  fraction  placée  sous  le  radical  sont 
approchés  à  moins  d'une  unité  de  tordre  de  leur  dernier  chiffre,  sans 
quon  connaisse  le  sens  des  erreurs  commises. 

On  doit  d'abord  calculer  le  quotient  soumis  au  radical  avec  la  plus 
grande  approximation  possible.  On  trouve  ainsi  (290,  3°)  que  ce  quotient 
est  compris  entre  1,49  et  1,62.  La  racine  carrée  demandée  est  donc 
(293)  1,2,  à  moins  de  0,1  par  défaut. 


5°  Calculer  4/64  H — »  à  0,001  près. 

La  racine  cherchée  ayant  i  chiffre  à  sa  partie  entière,  on  doit  l'obtenir 
avec  4  chiffres  exacts.  Le  premier  chiffre  du  nombre  64  4-  -  étant  supé- 


S.  et  de  C.  —  Ariih, 


i3 
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rieur  à  5,  il  suffit  de  prendre  ce  nombre  avec  4  chiffres  exacts  (292).  Il 

faut  donc  calculer  le  quotient  -  avec  4  chiffres  exacts,  ou  à  o,ooi  près; 

mais,  comme  il  convient  de  connaître  le  sens  de  l'erreur  commise  sur  ce 

quotient,  on  doit  le  calculer  en  réalité  avec  5  chiffres,  et  prendre,  par 

7  7 

suite,  TT  avec  6  chiffres  (284).  On  a  ainsi  -  =  :r — ^— ^«  tt  étant  pris  par 

77      3,i4i59  '       ' 

défaut,  le  quotient  indiqué  est  obtenu  par  excès.  On  devra  donc,  en  em- 
ployant la  division  abrégée,  calculer  par  compensation  le  quotient  par 
défaut.  On  trouve  ainsi  2,228  à  0,001  près,  par  défaut  ou  par  excès.  Par 

conséquent,  -  =  2,22  à  0,01  près  par  défaut.  On  est  ainsi  ramené  à  cal- 


i 


culer  par  compensation  v/66,22  à  0,001  près  par  excès.  La  racine  carrée 

de  l'expression  64  •+- -  est  alors  8,i38  à  0,001  près,  par  défaut  ou  par       1 

excès.  i 

Ce  dernier  exemple  montre  bien  avec  quel  soin  il  faut  diriger  les  cal- 
culs, en  établissant  pas  à  pas  la  compensation  des  erreui  ?,  pour  qu'elles 
ne  s'accumulent  pas  constamment  dans  le  même  sens  l*.  pour  qu'on 
puisse  répondre  finalement  de  l'approximation  du  résultat. 
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DES  MESURES  LÉGALES. 

297.  Les  principales  grandeurs  que  considèrent  les  Malhé- 
matiques  sont  les  longueurs,  les  surfaces,  les  volumes  et  les 
poids.  Les  unités  ou  mesures  employées  par  les  géomètres  et 
les  physiciens  sont  aussi  celles  dont  on  se  sert  exclusivement 
aujourd'hui  en  France  pour  les  usages  vulgaires;  leur  en- 
semble constitue  le  système  métrique  ou  système  des  mesures 
légales. 

Les  travaux  des  savants  chargés  de  rétablissement  du  système 
métrique  furent  terminés  en  1799,  et  le  ?.?.  juin  de  la  même 
année  les  prototypes  du  mètre  et  du  kilogramme  (unités  de 
longueur  et  de  poids)  furent  déposés  aux  Archives. 

MESURES  DE  LONGUEUR. 

298.  L'unité  de  longueur  a  reçu  le  nom  de  mètre.  C'est 
VnnWé  fondamentale,  de  laquelle  dérivent  les  unités  employées 
pour  la  mesure  de  toutes  les  autres  grandeurs. 

Le  mètre  est  la  dix-millionième  partie  de  la  dislance  du  pôle 
à  l'équateur  terrestre,  mesurée  sur  la  surface  de  l'Océan. 

L'étalon  déposé  aux  Archives  est  une  règle  de  platine.  Il 
donne  la  longueur  légale  du  mètre  lorsqu'il  est  à  la  tempéra- 
ture de  la  glace  fondante. 

299.  Les  subdivisions  du  mètre  sont  :  le  décimètre,  qui  est 

i3. 
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la  dixième  partie  du  mètre  ;  le  centimèlre,  qui  est  la  dixième 
partie  du  décimètre  ;  le  millimètre,  qui  est  la  dixième  partie 
du  centimèlre.  Les  dixièmes  de  millimètre  n'ont  pas  reçu  de 
nom  particulier. 

Les  multiples  du  mètre  sont  :  le  décamètre,  qui  vaut  lo  mè- 
tres; V hectomètre ,  qui  vaut  lo  décamètres  ;  le  hilomètre , 
qui  vaut  lo  hectomètres  ;  le  myriamètre,  qui  vaut  lo  hilo- 
mèlres.  Les  niultiples  du  myriamètre  n'ont  pas  reçu  de  nom 
particulier. 

Les  subdivisions  du  mèire,  le  mètre  et  ses  multiples  forment 
un  système  d'unités  de  dix  en  dix  fois  plus  grandes,  qui  est 
compléiemenl  en  harmonie  avec  les  usages  de  la  numération 
décimale.  Chacune  de  ces  unités  est  employée  suivant  les  cas. 
L'unité  qu'on  adopte  ne  doit  être  ni  trop  grande  ni  trop  petite, 
relativement  à  la  longueur  qu'on  veut  évaluer. 

Les  physiciens,  dont  les  mesures  portent  le  plus  souvent 
sur  de  petites  longueurs,  prennent  habituellement  le  milli- 
mètre ou  le  centimètre  pour  unité.  Dans  l'évaluation  des  dis- 
tances itinéraires,  on  adopte  pour  unité  le  hilomètre  ou  le  my- 
riamètre. Enfin,  dans  l'arpeniage  et  dans  le  levé  des  terrains 
de  petite  étendue,  on  choisit,  suivant  les  cas,  le  décamètre  ou 
Vhectomètre. 

300.  Pour  mesurer  les  longueurs  on  se  sert  de  règles.  Les 
petites  longueurs  se  mesurent  à  l'aide  d'une  règle  dont  la  lon- 
gueur est  de  I  décimètre,  plus  souvent  de  2  décimètres  {double 
décimètre).  Cette  règle  est  divisée  en  centimètres  et  en  milli- 
mètres. On  peut  très-aisément  évaluer  une  petite  longueur  à 

-  millimètre  près.  Les  physiciens,  dans  les  expériences  qui 

exigent  une  grande  précision,  parviennent  à  évaluer  des 
dixièmes  et  même  des  centièmes  de  millimètre. 

Dans  le  levé  des  plans,  on  fait  usage  de  règles  en  sapin  ou 
en  métal  :  la  longueur  de  ces  règles  est  de  i,  2,  4  ou  6  mètres. 
On  se  sert  aussi  de  la  chaîne  d'arpenteur,  dont  la  longueur  est 
de  10  ou  20  mètres,  c'est-à-dire  i  ou  2  décamètres, 

MESURE  DE  SUPERFICIE. 

301.  On  prend  pour  unité  de  surface  ou  de  superficie  les 
carrés  qui  ont  pour  côtés  les  diverses  unités  de  longueur. 
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Les  unités  de  surface  sont  ainsi  : 

Le  millimètre  carré  (carré  dont  chaque  côlé  est  de  i  milli- 
mèlre),  le  centimètre  carré,  le  décimètre  carré,  le  mètre  carré 
(unité  principale,  carré  dont  chaque  côlé  est  de  i  mètre),  le 
décamètre  carré,  V hectomètre  carré,  le  hilomètre  carré  et  le 
myriamètre  carré. 

Chacune  de  ces  unités  contient  100  fois  la  précédente.  Par 
exemple,  si  l'on  divise  i  mètre  en  10  parties  égales  et  que  l'on 
place  I  décimètre  carré  sur  chacune  de  ces  parties,  on  formera 
une  surface  qui  aura  i  mètre  de  longueur  sur  o"",  i  de  largeur; 
cette  surface  est  la  dixième  partie  d'un  mètre  carré,  et,  par 
suite,  le  mètre  carré  vaut  100  décimètres  carrés. 

302.  Le  décamètre  carré  est  employé  dans  l'arpentage.  On 
lui  donne  le  nom  û'are.  La  seule  subdivision  de  l'are  qui  soit 
usitée  est  le  centiare  ou  la  centième  partie  de  l'are;  le  cen- 
tiare n'est  autre  chose  que  le  mètre  carré.  Le  seul  multiple  de 
l'are  qui  soit  usité  est  V hectare,  qui  vaut  100  ares;  l'hectare 
n'est  autre  chose  qu'un  hectomètre  carré. 

Les  surfaces  ne  sont  jamais  mesurées  directement.  La  Géo- 
métrie ramène  effectivement  l'évaluation  d'une  surface  à  la 
mesure  d'une  ou  de  plusieurs  longueurs. 

MESURE  DE  VOLUME  OU  DE  CAPACITÉ. 

303.  On  prend  pour  unités  de  volume  les  cubes  qui  ont  pour 
arêtes  les  diverses  unités  de  longueur.  Un  cube  est  un  corps 
terminé  par  six  faces  qui  sont  toutes  des  carrés;  la  figure  d'un 
dé  à  jouer,  par  exemple,  est  celle  d'un  cube. 

Les  unités  de  volume  sont  ainsi  : 

Le  millimètre  cube  (cube  dont  chaque  arête  est  de  i  milli- 
mètre et  dont  chaque  face  est  i  millimètre  carré),  le  centi- 
mètre cube,  le  décimètre  cube,  le  mètre  cube  [nn'Mé,  principale, 
cube  dont  chaque  arcie  est  de  i  mètre  et  dont  chaque  face  est 
I  mètre  carré),  etc. 

Chacune  de  ces  unités  contient  1000  fois  la  précédente.  Par 
exemple,  l'une  des  faces  d'un  mètre  cube  étant  i  mètre  carré, 
on  peut  décomposer  cette  face  en  100  décimètres  carrés;  si 
slir  cha'cun  de  ces  100  décimètres  carrés  on  place  i  décimètre 
cube,  on  remplira  un  espace  dont  la  base  sera  1  mètre  carré 
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et  dont  la  hauteur  sera  i  décimètre  :  cet  espace  est  la  dixième 
partie  du  mètre  cube,  et  par  suite  le  mètre  cube  vaut  looo  dé- 
cimètres cubes. 

304-.  Le  mètre  cube  prend  le  nom  de  stère  lorsqu'il  est  des- 
tiné à  la  mesure  des  bois.  On  fait  aussi  usage  du  double  stère, 
du  décastère  qui  vaut  lo  stères,  et  du  demi-décastère  qui  vaut 
5  stères. 

305.  L'unité  employée  pour  la  mesure  des  liquides  et  des 
grains  est  le  litre,  dont  la  capacité  est  celle  de  i  décimètre 
cube. 

Les  subdivisions  du  litre  sont  ;  le  décilitre  qui  est  la  dixième 
partie  de  i  litre,  et  le  centilitre  qui  est  la  dixième  partie  de 
I  décilitre. 

Les  multiples  du  litre  sont:  le  décalitre  qui  vaut  lo  litres 
et  Vliectolitre  qui  vaut  lo  décalitres. 

30G.  Pour  la  mesure  des  liquides,  on  se  sert  de  vases  cylin- 
driques en  élain  dont  la  hauteur  est  double  du  diamètre;  les 
capacités  de  ces  vases  sont  :  i  litre,  5  décilitres,  2  décilitres, 
I  décilitre,  5  centilitres,  2  centilitres,  i  centilitre. 

Pour  la  mesure  des  grains,  on  se  sert  de  vases  cylindriques 
en  bois  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre;  les  capacités 
de  ces  vases  sont  :  1  hectolitre,  5  décalitres,  2  décalitres, 
I  décalitre,  5  litres,  1  litres,  i  litre.  5  décilitres,  2  décilitres, 
I  décilitre. 

MESURE  DE  POIDS. 

307.  L'unité  de  poids  est  le  gramme  :  c'est  ce  que  pèse, 
dans  le  vide,  i  centimètre  cube  d'eau  distillée,  à  la  tempéra- 
ture de  4  degrés  centigrades.  A  celte  température,  l'eau  atteint 
son  maximum  de  densité. 

Les  subdivisions  du  gramme  sont  :  le  décigramme  qui  est 
la  dixième  partie  du  gramme:  le  centigramme  qui  est  la 
dixième  partie  du  décigramme;  le  milligramme  qui  est  la 
dixième  partie  du  centigramme.  Les  dixièmes  de  milligramme 
n'ont  pas  reçu  de  nom  particulier. 

Les  multiples  du  gramme  sont  :  le  décagmmme  qui  vaut 
10  grammes;  Vhectogramme  qui  vaut  10  décagrammes;  le 
kilogramme  qui  vaut  10  hectogrammes;  le  quintal  métrique 


DU  SVSTÈME  MÉTRIQUE.  199 

qui  vaut  100  kilogrammes;  el  le  millier  ou  loîine  qui  Naui 
1000  kilogrammes. 

11  est  bon  d'observer  que  le  kilogramme  est  le  poids  de 
I  litre  d'eau  distillée,  à  la  température  de  4  degrés  centigrades; 
le  millier  est  le  poids  du  mètre  cube  d'eau  et  du  tonneau  de 
mer, 

308.  Le  gramme  étant  trop  petit,  c'est  le  kilogramme  qui  a 
été  déposé  aux  Archives  comme  le  régulateur  des  poids  en 
France.  Ce  kilogramme  est  en  platine;  sa  forme  est  celle  d'un 
cylindre  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre. 

Les  poids  adoptés  pour  peser  les  marchandises  sont  en  fonte 
de  fer  ou  en  cuivre.  On  les  partage  en  trois  séries  :  les  gros 
poids,  qui  dépassent  i  kilogramme;  \es  poids  mofens,  qui  vont 
du  kilogramme  au  gramme;  les  petits  poids,  qui  commencent 
à  partir  du  gramme. 

Les  poids  en  fonte  de  fer  sont  de  5o  kilogrammes,  de  20  ki- 
logrammes, de  10  kilogrammes,  de  5  kilogrammes,  de  2  kilo- 
grammes, de  I  kilogramme,  de  5  hectogrammes,  de  2  hecto- 
grammes, de  I  hectogramme  et  de  5  décagrammes. 

Les  poids  en  cuivre  sont  de  20  kilogrammes,  de  10  kilo- 
grammes, de  5  kilogrammes,  de  2  kilogrammes,  de  1  kilo- 
gramme, de  2  hectogrammes,  de  i  hectogramme,  de  5  déca- 
grammes, de  2  décagrammes,  de  i  décagramme,  de  5  grammes, 
de  2  grammes,  de  i  gramme,  de  5  décigrammes,  de  2  déci- 
grammes,  de  i  décigramme,  de  5  centigrammes,  de  2  centi- 
grammes, de  I  centigramme,  de  5  milligrammes,  de  2  milli- 
grammes el  de  I  milligramme. 

Les  poids  au-dessous  du  gramme  sont  surtout  employés 
dans  les  analyses  chimiques  et  dans  les  expériences  de  Phy- 
sique; ils  sont  quelquefois  en  argent  ou  en  platine;  leur  forme 
est  celle  d'une  plaque  carrée  el  mince  dont  un  des  angles  est 
"élevé,  afin  qu'on  puisse  les  saisir  avec  une  pince. 

MONNAIES. 

309.  L'unité  monétaire  est  \e  franc.  Le  franc  (loi  du  7  ger- 
minal an  XI  )  est  une  pièce  qui  pèse  5  grammes;  il  contient  les 
g  dixièmes  de  son  poids  en  argent  pur  et  l'autre  dixième  en 
cuivre. 
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Les  subdivisions  du  franc  sont:  lo  décime  qui  csl  le  dixième 
du  franc;  le  centime  qui  est  le  dixième  du  décime. 
Les  multiples  du  franc  n'ont  pas  reçu  de  nom  particulier. 

310.  Les  monnaies  françaises  multiples  ou  sous-mullipics 
du  franc  sont  assujetties  à  la  loi  décimale.  On  passe  du  franc 
aux  pièces  de  lo  cl  de  loo  francs  et  l'on  descend  aux  pièces  de 
o'"'",!  et  de  o'''",oi,  c'est-à-dire  aux  pièces  de  lo  centimes  et  de 
I  centime.  La  division  par  les  facteurs  2  et  5  des  pièces  de  10  et 
de  100  francs  donne  les  pièces  de  2,  5,  20  et  5o  francs;  enfin 
la  division  par  2  et  5  du  décime  el  du  franc  donne  les  pièces 
de  2,  5,  2c  et  5o  centimes.  On  a  ainsi  les  pièces  de  2,  5,  10, 
20,  5o  et  100  francs  pour  les  multiples  décimaux  du  franc,  et 
les  pièces  de  i,  2,  5,  10,  20,  5o  centimes  pour  les  subdivisions 
du  franc. 

Les  pièces  de  1 ,  2,  5,  10  centimes  sonten  bronze  (loi  du  u) 
avril  1852). 

La  pièce  de  20  centimes  (décret  du  19  avril  i852)  et  les 
pièces  de  5o  centimes,  de  i  franc,  de  2  francs  et  de  5  francs 
(loi  du  7  germinal  an  XI)  sont  en  argent. 

Les  pièces  d'or  sont  :  la  pièce  de  100  francs  (décret  du  12  dé- 
cembre i854);  la  pièce  de  5o  francs  (décret  du  12  décembre 
i854);  la  pièce  de  20  francs  (loi  du  7  germinal  an  XI);  la  pièce 
de  10  francs  (décrets  des  3  mai  1848,  12 janvier  i854  et  7  avril 
i855);  enfin  la  pièce  de  5  francs  (décrets  des  12  janvier  i854 
et  7  avril  i855). 

Les  pièces  de  monnaie  sont  encore  assujetties  au  système 
métrique  décimal  sous  le  rapport  de  leur  poids  et  de  leur  mo- 
dule ou  diamètre.  On  trouvera  dans  le  tableau  suivant  le  poids 
et  le  diamètre  de  chaque  pièce,  ainsi  que  la  tolérance  du  poids 
admise  par  la  loi. 

La  valeur  légale  des  monnaies  d'or  est  quinze  fois  et  demie 
celle  des  monnaies  d'argent,  sous  le  même  poids.  La  valeur 
légale  des  monnaies  de  bronze  est  le  vingtième  de  celle  des 
monnaies  d'argent  sous  le  môme  poids. 
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Tableau  du  poids  et  du  diamètre  des  pièces  de  monnaie. 


DÉ50»ll»ATI0H 

des 
pièces. 

POIDS  EXACT 

TOLÉRA.NCE 

ea 

millièmes 
da 

puids. 

POIDS  AVEC  Ll   TOLÉRANCE. 

DlÀllÈTBE 

OU 

module 

en 

millimètres. 

droit. 

En  plus. 

En  moios. 

Or. 

fr    c 
100   00 

32,258 

mil 

I 

32,29025s 

ri" 

32,225742 

mm 
35 

5o  00 

16,129 

2 

16, l6l258 

16,096742 

28 

20   00 

6,45i6i 

2 

6, 46451 

6,43871 

21 

10   00 

3,22680 

2,5 

3,23386 

3,21773 

'9 

5  00 

1,61290 

3 

1,61774 

1,60806 

'7 

Argent. 

5  00 

25 

3 

25,075 

24,925 

37 

2    00 

10 

3 

10, o3 

9)97 

27 

1    00 

5 

5 

5,025 

4,9/5 

23 

0  5o 

2,5o 

7 

2,5175 

2,4825 

18 

0    20 

I 

10 

1,01 

0,99 

i5 

Bronze. 

0    10 

10 

10 

10,100 

9,9"^- 

3o 

0     ô 

5 

10 

5,o5o 

4,950 

25 

0       2 

2 

i5 

2,o3o 

1,970 

20 

0      1 

1 

i5 

1  ,oi5 

0,985 

i5         1 

i 

11  convient  de  remarquer  que  les  pièces  de  monnaie  peuvent 
servir  de  poids  usuels;  ainsi  : 

1  pièce  de  bronze  de  i  centime i  gramme. 

I  pièce  de  bronze  de  2  centimes 2  grammes. 

I  pièce  d'argent  de  i  franc 5  grammes. 

I   pièce  d'argent  de  2  francs 10  grammes. 

4  pièces  d'argent  de  5  francs 100  grammes. 

4o   pièces   d'argent  de  5  francs  ou   i55 

pièces  d'or  de  20  francs i  kilogramme. 

Sac  de  1000  francs  (200  pièces  d'argent 

de  5  francs) 5  kilogrammes. 
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311.  Le  résultat  de  la  fonte  de  plusieurs  métaux  est  un  al- 
liage; tout  fragment  d'un  métal  ou  d'un  alliage  se  nomme  un 
lingot.  Le  titre  d'un  lingot,  relativement  à  l'un  des  métaux  qui 
le  composent,  est  la  fraction  du  poids  total  du  lingot  qui  ex- 
prime le  poids  du  métal  dont  il  s'agit.  Si,  par  exemple,  un  lin- 
got contient  les  9  dixièmes  de  son  poids  en  or  pur,  l'autre 
dixième  étant  composé  de  métaux  dilîérents  quelconques,  le 
litre  du  lingot  en  question  est  o,g  par  rapport  à  l'or. 

Le  titre  monétaire  s'exprime  en  millièmes;  il  est  de  900  mil- 
lièmes avec  une  tolérance  de  2  millièmes  en  plus  ou  en  moins 
pour  les  monnaies  d'or  ainsi  que  pour  la  pièce  de  5  francs  en 
argent  (loi  du  7  germinal  an  XI),  et  de  835  millièmes  pour  les 
pièces  de  2  francs,  de  i  franc,  de  5o  centimes  et  de  20  cen- 
times (lois  du  25  mai  1864  et  du  27  juin  1866,  modifiant  à  cet 
égard  la  loi  du  7  germinal).  Les  monnaies  de  bronze  sont 
composées  de  95  parties  de  cuivre,  de4d'ctain  et  de  1  de  zinc. 

CALCUL  DES  GRANDEURS  RAPPORTÉES  AUX  MESURES  LÉGALES 

312.  Les  multiples  et  les  subdivisions  de  chaque  espèce 
d'unité  principale  étant  soumis  à  la  loi  décima. e,  on  peut  im- 
médiatement rapporter  à  l'unité  principale  une  grandeur  pri- 
mitivementmesuréeavec  uneouplusieurs  unitésquelconques. 
La  grandeur  dont  il  s'agit  est  alors  représentée  par  un  nombre 
entier  ou  décimal. 

Exemples. —  i°Soit  une  longueur  renfermant  7  décamètres, 
8  mètres,  2  décimètres  et  9  millimètres.  Cette  longueur,  rap- 
portée à  l'unité  principale,  le  mètre,  sera  représentée  par  le 
nombre  78,209;  en  d'autres  termes,  la  longueur  dont  il  s'agit 
sera  78"",  209. 

2°  Soit  une  surface  renfermant  17  mètres  carrés,  75  déci- 
mètres carrés  et  8  centimètres  carrés;  la  valeur  de  cette  sur- 
face sera  i7'"i,  7508.  En  effet,  les  décimètres  carrés  et  les 
centimètres  carrés  sont  des  centièmes  et  des  dix-millièmes  de 
mètre  carré. 

3°  Soit  un  volume  renfermant  172  mètres  cubes,  82  déci-, 
mètres  cubes  et  3  centimètres  cubes;  la  valeur  de  ce  volumc/ 
sera  i72'"'',o82oo3.  En  effet,  les  décimètres  cubes  et  les  cen-j 
timèlres  cubes  sont  das  millièmes  et  des   millionièmes  de 
mètre  cube. 
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4°  Soil  un  volume  renfermant  8  heclolitres,  9  litres,  3  déci- 
litres et  4  centilitres;  la  valeur  de  ce  volume  sera  809''*, 34. 

313.  Réciproquement,  si  une  grandeur  est  rapportée  à 
l'unité  principale,  le  nombre  entier  ou  décimal  qui  la  repré- 
sente indique  aussi  combien  cette  grandeur  renferme  d'uniiés 
de  chaque  espèce. 

I"  S'il  s'agit  d  une  longueur  rapportée  au  mètre,  les  chiffres 
de  la  partie  décimale  du  nombre  qui  représente  cette  lon- 
gueur expriment  respectivement  des  décimètres,  des  centi- 
mètres, etc.;  les  chiffres  de  la  partie  entière,  en  allant  de 
droite  à  gauche,  expriment  des  mètres,  des  décamètres,  des 
hectomètres,  etc. 

Exemple.  —  Une  longueur  rapportée  au  mèire  et  représen- 
tée par  le  nombre  78,209  renferme  7  décamètres,  8  mètres, 
2  décimètres  et  9  millimètres. 

2°  S'il  s'agit  d'une  surface  rapportée  au  mètre  carré,  imagi- 
nons qu'on  décompose  le  nombre  qui  représente  cette  surface 
en  tranches  de  deux  chiffres,  à  partir  de  la  virgule,  en  allant 
vers  la  droite  et  vers  la  gauche.  Les  tranches  de  la  partie  déci- 
male expriment  des  décimètres  carrés,  des  centimètres  car- 
rés, etc.  Les  tranches  de  la  partie  entière,  en  allant  de  droite 
à  gauche,  eKprimeni  des  mètres  carrés,  des  décamètres  car- 
rés, etc.  Il  faut  observer  que,  si  la  dernière  tranche  à  droite  de 
la  partie  décimale  n'a  qu'un  seul  chiffre,  on  doit  la  compléter 
en  écrivant  un  zéro. 

Exemple.  —  Une  surface  rapportée  au  mètre  carré,  et  repré- 
sentée par  le  nombre  3i4i5, 92653,  renferme  3  hectomètres 
carrés,  i4  décamètres  carrés,  i5  mètres  carrés,  92  décimètres 
carrés,  65  centimètres  carrés  et  3o  millimètres  carrés. 

3°  S'il  s'agit  d'un  volume  rapporté  au  mètre  cube,  imagi- 
nons qu'on  décompose  le  nombre  qui  représente  ce  volume 
en  tranches  de  trois  chiffres,  à  partir  de  la  virgule,  en  allant 
vers  la  droite  et  vers  la  gauche.  Les  tranches  de  la  partie 
décimale  expriment  des  décimètres  cubes,  des  centimètres 
cubes,  <^'.A-.  i.es  tranches  de  la  partie  entière,  en  allant  de  droite 
à  gauche,  expriment  des  mètres  cubes,  des  décamètres 
cubes,  etc.  Il  faut  observer  que,  si  la  dernière  tranche  à  droite 
delà  partie  décimale  a  moins  de  trois  chiffres,  on  doit  la  com- 
pléter à  l'aide  de  zéros. 
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Exemple.  —  Un  volume  rapporté  au  mètre  cube,  et  représenté 
par  le  nombre  3,  141592G5,  renfermes  mètres  cubes,  i4«  déci- 
mètres cubes,  59?.  centimètres  cubes,  65o  millimètres  cubes. 

4°  S'il  s'agit  d'un  volume  rapporté  au  litre  ou  d'un  poids 
rapporté  au  gramme,  chacun  des  chiffres  du  nombre  qui  re- 
présente ce  volume  ou  ce  poids  exprime  des  unités  de  l'ordre 
immédiatement  inférieur  à  celui  du  chiffre  précédent. 

314.  Si  une  grandeur  est  rapportée  à  l'unité  principale  ou  à 
une  autre  unité  quelconque,  et  que  l'on  veuille  rapporter  cette 
même  grandeur  à  une  autre  unité  plus  petite  ou  plus  grande, 
il  suffit  de  multiplier  ou  de  diviser  le  nombre  qui  représente 
la  grandeur  dont  il  s'agit  par  la  puissance  de  10,  qui  exprime 
combien  l'unité  de  la  plus  grande  espèce  contient  d'unités  de 
la  plus  petite  espèce. 

Exemples.  —  i°Si  une  longueur  est  égale  à  o'",7683,  et  que 
l'on  veuille  l'évaluer  en  millimètres,  il  suffit  de  reculer  la  vir- 
gule de  trois  rangs  vers  la  droite,  dans  le  nombre  0,7688;  car 
I  mètre  contient  1000  millimètres.  La  longueur  dont  il  s'agit 
est  donc  768™'",  3.  ^ 

2°  Si  une  surface  est  égale  à  o""i, 76887  et.  qu'on  veuille  l'éva- 
luer en  centimètres  carrés,  il  suffit  de  reculer  la  virgule  de 
quatre  rangs  vers  la  droite,  dans  le  nombre  0,76887  ;  car  i  mètre 
carré  contient  loooo  centimètres  carrés.  La  surface  dont  il 
s'agit  est  donc  7683''î,7. 

313.  Les  questions  que  l'on  peut  se  proposer  sur  les  gran- 
deurs rapportées  aux  mesures  légales  se  ramènent  immédia- 
tement à  des  calculs  de  nombres  entiers  ou  décimaux. 

Exemples.  —  1°  Sachant  qu'un  hectolitre  de  houille  pèse 
80  kilogrammes,  on  demande  quel  sera  le  poids  de  7  hecto- 
litres, 2  décalitres,  8  litres. 

Puisqu'un  hectolitre  pèse  80  kilogrammes,  il  est  évident 
que  7^"'°\28  de  houille  pèseront  7,28  X  80  kilogrammes, 
c'est-à-dire  682''^  4- 

2"  Sachant  gwe  7'"'"''^28  de  houille  pèsent  58?>f, 4>  on  de- 
mande quel  est  le  poids  d'un  hectolitre  de  houille. 

Puisque  7^^^'">,28  de  houille  pèsent  582''6, 4,  il  est  évident 

que  I  hectolitre  pèsera   ^  "'^7  ou  80  kilogrammes. 

7  j20 
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316.  Nous  allons  faire  connaître  ici  les  mesures  employées 
en  France  avant  l'établissement  du  système  métrique  décimal. 

Unités  de  longueur,  —  La  principale  unité  de  longueur  était 
la  /o«e  (i ",94904).  La  toise  était  subdivisée  en  6  pieds,  ]e 
pied  en  12  pouces,  le  pouce  en  12  lignes  et  la  ligne  en 
12  points.  L'unité  employée  pour  la  mesure  des  étoffes 
était  Vanne  (6322  points).  Pour  mesurer  les  dislances  itiné- 
raires, on  se  servait  du  mille  (1000  toises)  et  de  la  lieue  de 
poste  {1  milles). 

Unités  de  superficie.  —  On  employait  comme  unités  de  su- 
perficie des  carrés  ayant  pour  côtés  les  diverses  unités  de 
longueur.  Pour  les  mesures  agraires,  on  employait:  1°  la  per- 
che àes  eaux  et  forêts  (carré  ayant  22  pieds  de  côté);  2°  la 
perche  de  Paris  (carré  ayant  18  pieds  de  côté);  3°  Varpeni  des 
eaux  et  forêts  (  100  perches  de  22  pieds  de  côté);  4°  Varpent 
de  Paris  (100  perches  de  18  pieds  de  côté). 

Unités  de  volume  et  de  capacité.  —  On  employait  comme 
unitésde  volume  les  cubes  ayant  pour  arêtes  les  diverses  uni- 
tés linéaires.  Pour  la  mesure  des  bois  à  brûler,  on  employait 
la  voie  (56  pieds  cubes)  et  la  corde  des  eaux  et  forêts  (2  voies). 
Le  bois  de  charpente  se  mesurait  en  solives;  la  solive  valait 
3  pieds  cubes.  Pour  la  mesure  des  liquides,  on  employait  : 
1°  la  pinte  {o^'\c)3i3);  2°  la  velte  (8  pintes);  3°  le  quartaut 
(9  veltes);  4°  \^  feuillette  (2  quartauts);  5°  le  muid  {2  feuil- 
lettes). Enfin,  pour  la  mesure  des  matières  sèches,  on  em- 
ployait: 1°  le  litron  (o^'S8i3o);  2°  le  boisseau  (16  litrons); 
3°  le  setier  (12  boisseaux). 

Unités  de  poids.  —  La  principale  unité  était  la  livre  poids 
(o''*,  48951  )•  La  livre  se  subdivisait  en  2  marcs,  le  marc  en 
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8  onces,  l'once  en  8  gros,  le  gros  en  3  deniers  ou  scrupules, 
le  denier  en  ?4  grains.  On  employait  aussi  le  quintal,  qui  va- 
laii  loo  livres. 

Unité  monétaire.  —  L'unilé  monétaire  était  la  lii-re  tournois 
of',98765).;La  livre  se  subdivisait  en  20  sous,  le  sou  en  4  //arr/5 
et  le  liard  en  3  deniers. 

CONVERSION  DES  MESURES  ANCIENNES  EN  MESURES  NOUVELLES. 
TABLES  DE  CONVERSION. 

317.  Des  opérations  entreprises  pour  la  détermination  du 
mètre,  il  résulte  que  la  distance  du  pôle  à  l'équateur  ter- 
restre est  de  5i3o74o  toises;  la  longueur  du  mèlre  est  donc 
Qtoise  5j3o,j^o.  Pour  réduire  ce  nombre  fractionnaire  de  toises 
en  pieds,  il  suffit  de  multiplier  par  6;  on  voit  alors  que  le 
mètre  vaut  3i'''"^%o7844;  la  partie  décimale  de  ce  nombre  de 

pieds  est  inférieure  à  — :  pour  lui  faire  exprimer  des  lignes, 

il  suffit  de  la  multiplier  par  12  X  i^,  c'est-à-dire  par  i44;  on 
trouve  ainsi  que  le  mètre  vaut  3p'«'^%  11  ^'s°",  295986  ou,  plus 
simplement,  3p''='1%  i  i''«"",  296, 

Deceque5i3o74o  toises  valent  looooooo  de  mètres,  il  résulte 
que  I  toise  vaut  la  5 1 30740"^'"*  partie  de  1 0000000  de  mètres; 
en  effectuant  la  division,  on  trouve  que 

I  toise  vaut  i'", 94908659; 

on  aura  la  valeur  du  pied  en  divisant  par  6  celle  de  la  toise; 
on  aura  ensuite  la  valeur  du  pouce  en  divisant  par  12  celle  du 
pied,  etc.  On  trouve  ainsi  que 

m 

I  pied  vaut  0.32483950, 
I  pouce  vaut  0,02706996, 
I  ligne    vaut  o,oo225583. 

Ces  résultats  permettent  de  rapporter  au  mètre  une  longueur 
évaluée  en  toises,  pieds,  pouces  et  lignes. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'évaluer  en  mètres 
une  longueur  égale  à  o59">i'",  ip'''',3p''""S  1 1"^""  ;  on  multi- 
pliera la  valeur  de  la  toise  en  mètres  par  259,  celle  du  pied 
par  I,  celle  du  pouce  par  3,  celle  de  la  ligne  par  1 1,  et  l'on  ajou- 
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tera  les  résultais.  On  trouve  ainsi,  en  se  bornant  à  six  déci- 
males, que 

m 

aSg  loises     valent     5o4,8oo583 


I  pied       vaut 
3  pouces  valent 
1 1  lignes    valent 

Somme. . . . 


o, 324889 
u, 081 2 10 
0,024816 


5o5,23i448 

L'erreur  commise  dans  ce  calcul  est  moindre  que 
259  4-14-3  +  11, 

ou  274  unités  du  sixième  ordre  décimal;  en  négligeant  les 
trois  dernières  décimales  de  la  somme  obtenue,  on  commettra 
une  nouvelle  erreur  de  448  unités  du  sixième  ordre  décimal, 
et  l'erreur  totale  sera  moindre  que  274  4- 44^  ou  722  unités 
du  sixième  ordre.  Donc 

259'"'*",  II"*"!,  3p°"'«%  ii'îenes  valent  5o5'", 23i, 

à  I  millimètre  près. 

Pour  faciliter  ces  calculs  de  conversion,  on  construit  une 
fois  pour  toutes  une  Table  renfermant  les  valeurs  en  mètres 
des  différents  nombres  de  toises,  pieds,  pouces  et  lignes,  de- 
puis I  toise  jusqu'à  g  toises,  depuis  i  pied  jusqu'à  9 pieds,  etc. 
Voici  celle  Table  : 


Table  pour  la  conversion  des  anciennes  mesures  de  longueur 
en  mesures  nouvelles. 


TOISES 

PIEDS 

POCCES 

LIGNES 

NOMBRES. 

en 

en 

en 

en 

mèlres. 

mètres. 

mèlres. 

moires. 

I 

I;  9-1 904 

0,32484 

0,027070 

0,002206 

2 

3,8j8o7 

0,G4-)6S 

0,054140 

0,0045 12 

3 

5,84711 

0,97453 

0, 081210 

8,006767 

4 

7>79-''5 

I , 29935 

0,108280 

0,009023 

5 

9,74,Ti8 

1,62420 

0, i3535o 

0,011279 

6 

ii,G942'i 

')99404 

0, 1^)2420 

0,0l3535 

7 

13,6^326 

2,27358 

0,189490 

0,016791 

8 

i5,5j-2ci9 

2,59872 

0,216360 

0,018047 

9 

17,54133 

2,9235*) 

o,24j63o 

0,020302 
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Supposons  que  l'on  veuille,  au  moyen  de  celle  Table,  obie- 

nir  la  valeur  de  259'°'"»,  ip'«<i,  3p°"'",  ii1>6"".  La  Table  donne 

immédialemenl  les  valeurs   de  200  loises,  de  5o  loises,  de 

9  loises,  de  i  pied,  de  3  pouces,  de  10  lignes  et  de  i  ligne; 

il  suffira  donc  d'ajouter  tous  ces  résultais.  Voici  le  calcul  : 

III 
200  toises  valent 889,807 

5o 97 ,4'>'8 

9 17  ,54133 

I  pied o ,  32484 

3  pouces 0,08121 

10  lignes 0,022^6 

I  ligne 0,00226 

5o5,23ioo 

On  ne  peut  pas  compter  sur  les  deux  derniers  chiffres  du  ré- 
sultat; on  prendra  donc  pour  la  valeur  cherchée  5o5'",  23i  ; 
c'est  le  résultat  que  nous  avons  obtenu  plus  haut. 

318.  Tous  les  calculs  de  conversion  des  mesures  anciennes 
en  mesures  nouvelles  se  font  au  moyen  de  Tables  analogues  à 
celle  que  nous  avons  donnée  au  numéro  précédent  :  la  ma- 
nière d'opérer  est  trop  simple  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'insister 
davantage  ;  mais  nous  croyons  utile  de  placer  ici  les  Tables  de 
conversion  relatives  aux  mesures  de  superficie,  de  volume  ei 
de  poids,  ainsi  que  celle  qui  se  rapporte  aux  monnaies. 

Table  pour  la  conversion  des  anciennes  mesures  de  superficie 
en  mesures  nouvelles. 


TOISES    CARRÉES 

PIEDS   CARRÉS 

POUCES    CARRÉS 

LIGNES    CARRÉES 

NOMBRES. 

ea 

en 

en 

en 

mètres  carrés. 

mètres  carrés. 

mètres  carrés. 

mètres  carrés. 

I 

3,798-43 

0,lo552l 

0,00073278 

0,000000089 

2 

7,59:485 

0,21I0iil 

O,O0i46j56 

0,000010178 

3 

ii,3j6i23 

o,3i65G2 

0,00219835 

0; 0000 15266 

4 

«5,194970 

0,42-2083 

0, 0021)3 1 13 

o,oooo2o355 

5 

18,995713 

o,527f)o3 

0,00366891 

0,000025444 

0 

22, 79 j4 55 

0,633 124 

0,00439669 

o,oooo1o533 

7 

26,591 '98 

0,7386',', 

0, 0031294 7 

o,oooo3562i 

8 

3o,3S99fO 

o,84',iG5 

0,00586226 

0,000040710 

9 

3^,iti8(38J 

0,949686 

0,00659504 

0,000045799 
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Table  pour  la  conversion  des  anciennes  mesures  de  volume  en 
mesures  nouvelles. 


TOISES   CLBES 

PILDS    CUBES 

POUCES    CUBES 

LIGNES   CUBES 

NOMBRES  . 

en 

en 

en 

en 

mètres  cubes. 

mètres  cubes. 

mètres  cubes. 

mètres  cubes. 

I 

7,4o389 

0,0342773 

0,000019836 

0,00000001148 

2 

14,80-77 

0,0685545 

0,000039673 

0,00000002296 

0 

22,21 166 

o,io283i8 

0,000059009 

o,ooooooo3'i44 

4 

29,61555 

o,i3;io90 

0,000079  145 

0, 00000004 'J9  2 

0 

37,01944 

o,i7i3863 

0,000099182 

0,00000005740 

6 

44,42332 

o,2o56635 

0,0001 19018 

o,ooooooor)888 

7 

5i ,82721 

0,2099408 

o,oooi38855 

o,oooooooSo3G 

0 

59,23iio 

0,2742180 

0,0001 5:  691 

o,oooooooç)i84 

9 

66,63498 

..,3u84953 

0,000178527 

o,ocooooio33i 

Table  pour  la  conversion  des  anciens  poids  en  poids  nouveaux. 


NOMBRES. 

LIVRES   EN   FRANCS. 

SOUS    EN    FRANCS. 

DENIERS    EN    FRANCS. 

, 

0,987  650  943 

o,o/|9  382  547 

0,004    "5    212 

2 

1,975  3oi  <*-85 

0,098  765  094 

0,008  23o  4^5 

3 

2,962  952  828 

o,i48  147  641 

o,oi-.>,  345  637 

4 

3,950  6o3  771 

0,197  53o  189 

0,016  460  849 

5 

4,938  254  713 

0,246  912  736 

0,020    576   061 

6 

5,925  905  656 

0,296  295  2R3 

0,024    691    274 

7 

6,913  556  598 

0,345  677  83o 

0,028  806  486 

8 

7,901  207  54j 

0,395  060  377 

o,o32  921   698 

9 

8,888  858  484 

0,444  442  924 

0,037  o26  910 

s.  et  de  C.  —  Arithm. 


'4 
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MESURE  DU  TEMPS.  -  DIVISION  DE  LA  CIRCONFÉRENCE. 

310.  Le  temps  employé  par  la  Terre  pour  exécuter  une  ré- 
volution complète  autour  de  son  axe  est  ce  qu'on  nomme  un 
jour  (*). 

Le  jour  se  subdivise  en  :>.4  heures,  chaque  heure  en  60  mi- 
nutes, chaque  minute  en  60  secondes  et  chaque  seconde  en 
60  tierces. 

Les  heures,  minutes,  secondes  et  tierces,  se  représentent 
par  les  notations  abrégées  '',  '",  S  *.  Ainsi  un  intervalle  de  temps 
composé  de  7  heures,  82  minutes,  35  secondes,  6  tierces,  se 
représente  comme  il  suit  : 

7^32™  35^6'. 

La  seconde  est  riniervalle  de  temps  adopté  pour  unité  par 
les  astronomes  et  les  physiciens.  On  fait  rarement  usage  des 
tierces,  et  l'on  évalue  en  fraction  décimale  de  la  seconde  les 
intervalles  de  temps  moindres  qu'une  seconde. 

320.  On  a  souvent  besoin  de  comparer  entre  eux  des  arcs 
de  circonférence.  A  cet  effet,  on  est  convenu  de  partager  la 
circonférence  entière  du  cercle  en  36o  parties  égaies  appelées 
degrés;  chaque  degré  se  subdivise  en  60  minutes,  chaque  mi- 
nute en  60  secondes,  chaque  seconde  en  60  tierces.  Le  quart 
de  la  circonférence  a  reçu  le  nom  de  quadrant. 

Les  degrés,  minutes,  secondes  et  tierces  de  circonférence 
se  représentent  par  les  notations  abrégées  °,  ',  ",  '".  Ainsi  un 
arc  composé  de  7  degrés,  2>i  minutes,  25  secondes  et  6  tierces 
se  représente  comme  il  suit  : 

7°32'25"6"'; 

mais  on  ne  fait  plus  guère  aujourd'hui  usage  des  tierces,  et  l'on 
évalue  en  fraction  décimale  de  la  seconde  les  arcs  plus  petits 
qu'une  seconde  (**J. 


(*)  Le  jour  ainsi  défini  est  le  jour  sidéral,  le  jour  civil  surpasse  le  jour  si- 
déral d'envii'on  !\  minutes. 

(**)  A  l'époque  de  l'établissement  du  système  métrique,  on  voulut  assujettir 
à  la  loi  décimale  les  subdivisions  du  jour  et  de  la  circonférence;  on  doit  re- 
gretter que  la  division  nouvelle  n'ait  pas  prévalu. 
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321.  Les  calculs  où  figurent  des  intervalles  de  temps  éva- 
lués en  heures,  minutes  et  secondes,  ou  des  arcs  de  circonfé- 
rence évalués  en  degrés,  minutes,  etc.,  ne  présentent  aucune 
difficulté.  Nous  allons  en  donner  des  exemples. 

1°  On  demande  d'ajouter  les  intervalles  de  temps  suivants  : 
7'' 32°' 25% 9;  6»» 59°" 58%  8;  3^'34°>39%7. 

7*'32"25%9 

6  59  58,8 
3  34   39  , 7 

iS'»  7""   4%  4 

La  somme  des  secondes  étant  124,4»  on  écrit  seulement 
4',4>  et  l'on  augmente  de  1  unités  la  somme  des  minutes.  De 
même,  la  somme  des  m.inutes  étant  127,  on  écrit  seulement 
7™,  et  l'on  augmente  de  2  unités  la  somme  des  heures. 
2"  On  demande  de  retrancher  7^32"'25%9  de  i8''7"'4s4- 
On  réduira  en  minutes  l'une  des  18  heures  du  deuxième 
temps,  ce  qui  donnera  67'";  on  réduira  l'une  de  ces  minutes 
en  secondes,  ce  qui  donnera  64',4'  O'i  «ura  donc  à  soustraire 
7"  82" 25%  9  de  1 7^ 66" 64%  4 • 

171"  66"' 64%  4 

7  32     25  , 9 

ioi'34"'38%5 

3°  Étant  donné  l'intervalle  de  temps  7*'32'"25%. 9,  on  de- 
mande de  trouver  un  intervalle  de  temps  9  fois  plus  grand. 

7i'32'^25%9 
9 


67>'5i'"53%  I 

Le  nombre  des  secondes  trouvé  au  produit  est  233, 1;  on 
écrit  seulement  53%  i,  et  l'on  ajoute  3  au  nombre  des  minutes 
du  produit.  Ce  nombre  de  minutes  est  alors  291;  on  écrit  seu- 
lement 51*",  el  l'on  ajoute  4  au  nombre  des  heures,  qui  est 
alors  67. 

4°  Étant  donné  l'intervalle  de  temps  67''5i"'53%  i,  on  de- 
mande de  trouver  un  intervalle  de  temps  9  fois  plus  petit. 

i4- 
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Le  temps  demandé  est 

6']^  5i'"  5iS  I 
~9~  ~9~     9    * 

En  effeciuanl  la  division  de  67  par  9,  on  trouve  7  pour  quo- 
tient et  4  pour  reste;  par  conséquent 

67»'         .       4''  67''         ,      240'" 

9  9  9  9 

Le  temps  cherché  est  donc 


291"  53%  I 
9      ^9^ 


En  effectuant  la  division  de  291  par  9,  on  trouve  pour  quotient 
32,  et  pour  reste  3;  par  conséquent, 

291'"       „  ^       3'"              201"'       ^           180^ 
-^ —  =  32-"  H ou      ~ =  32™  H 

9  9  9  9 


Le  temps  cherché  est  donc 


233%  I 

02'" 


9 

ou,  en  effectuant  la  division  de  233, i  par  9, 

7^^  32™  25%  9. 

322.  Avant  qu'on  fît  usage  du  nouveau  système  métrique, 
on  était  conduit  à  exécuter  sur  les  grandeurs  d'une  espèce 
quelconque  des  calculs  analogues  à  ceux  que  nous  venons 
d'effectuer.  Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  comment  on 
devait  opérer  dans  choque  cas.  Nous  ajouterons  cependant  que, 
lorsqu'on  avait  à  traiter  des  questions  plus  composées  que 
celles  que  nous  venons  de  résoudre,  on  avait  soin  de  rappor- 
ter à  une  seule  unité  les  grandeurs  qu'on  avait  à  considérer  et 
qui  avaient  été  d'abord  évaluées  à  l'aide  de  plusieurs  unités. 
Ainsi  une  longueur  ayant  été  évaluée  en  toises,  pieds,  pouces, 
lignes,  on  exprimait  cette  longueur  par  un  nombre  de  toises, 
ou  de  pieds,  ou  de  pouces,  ou  enfin  de  lignes. 

Au  reste,  cette  marche  est  celle  qu'il  convient  d'employer 
dans  les  problèmes  où  figurent  à  la  fois  des   intervalles  de 
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temps  el  des  arcs  de  circonférence.  Supposons,  par  exemple, 

qu'un  mobile  qui  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  sur  une 

circonférence  ait  décrit  un  arc  de  8" -27' 35"  en  2^  25'"  87%  et 

qu'on  demande  l'arc  qui  est  décrit  en  i  heure.  On  exprimera 

l'arc  donné  en  degrés  el  le  temps  donné  en  heures,  et  l'on 

•     -1         '1         3o455       8787     ,         ,         ... 
trouvera  ainsi  les  résultats  -~ —  et  ït^v---  La  valeur  de  1  arc 

0000         OUOO 

demandé  en  degrés  s'obtiendra  en  divisant  le  premier  de  ces 

3o455° 
nombres  par  le  deuxième;  on  trouve  ainsi  -7-^ — ou  3°  20' 8", 7 

6707 

à  un  dixième  de  seconde  orès. 
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CHAPITRE  III. 

DES  RAPPORTS  ET  DES  PROPORTIONS. 


PROPRIÉTÉS  DES  RAPPORTS. 

323.  On  nomme  rapport  d'une  grandeur  à  une  autre  gran- 
deur de  même  espèce  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier 
la  seconde  pour  avoir  la  première. 

324-  Le  rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce  est  ^gal 
au  nombre  qui  mesure  la  première  lorsqu'on  prend  la  seconde 
pour  unité. 

Supposons  d'abord  le  rapport  donné  commensurable  et  égal 

5 
à  -•  La  première  grandeur,  étant  égale  à  la  seconde  multipliée 

5  5  5 

par  ^  est  les  -  de  cette  seconde   grandeur;  -  est  donc  le 

7  7  7 

nombre  qui  mesure  la  première  grandeur  lorsqu'on  prend  la 

seconde  pour  unité. 

Si  le  rapport  donné  est  un  nombre  incommensurable  r,  il 

k 
tombe  entre  deux  nombres  commensurables,  tels  que  -  et 

'  "^  '  (226);  si  l'on  désigne  par  A  et  B  les  deux  grandeurs  con- 
sidérées, on  a  donc 

n  n 

Si  l'on  prend  B  pour  unité,  les  deux  grandeurs  commensu- 

râbles  qui  comprennent  A  sont  mesurées  par  -  et  *, 

par  suite,  le  nombre  qui  mesure  A  quand  on  prend  B  pour 

unité  est  aussi  compris  entre  -  et -,  et  ion  ne  peut 

'  n  n 

admettre  entre  ce  nombre  et  le  rapport  r  aucune  différence 
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assignable,  puisqu'on  peut  rapprocher  autant  qu'on  veut  leurs 
limites  communes  en  prenant  n  assez  grand. 

325.  Il  résulte  de  la  proposition  précédente  que,  lorsque  deux 
grandeurs  de  même  espèce  ont  été  mesurées  avec  une  même 
unité,  on  obtient  leur  rapport  en  divisant  le  nombre  qui  me- 
sure la  première  par  le  nombre  qui  mesure  la  seconde. 

En  effet,  si  les  rapports  des  grandeurs  A  et  B  à  la  grandeur  C 
prise  pour  unité  sont  représentés  par  les  nombres  a  et  6,  on  a 

A  =  C«,     B  =  C^, 

d'où  l'on  déduit  immédiatement 

0 

Le  quotient  j  exprime  donc  le  rapport  des  deux  grandeurs 

A  etB. 

C'est  ainsi  qu'on  est  conduit  à  appeler  rapport  de  deux 
nombres  a  et  6  le  quotient  de  leur  division.  Par  exemple,  le 

u       3  ^5(4), 

rapport   du  nombre  -j  au   nombre  -  est    ,Z[  \  le  premier 

4  7  /5\ 

3 
nombre  7-  est  le  numérateur  An  rapport,  le  deuxième  nombre 
4 

5 

-en  est  le  dénominateur.  Ces  dénominations  sont  naturelles: 

7 

on  a  vu  effectivement  que  les  fractions  ordinaires  à  termes 

entiers  ne  sont  autre  chose  que  des  quotients  ou  des  rapports. 

326.  Deux  rapports  sont  inverses  l'un  de  l'autre  lorsque  le 

numérateur  de  l'un  est  égal  au  dénominateur  de  l'autre,  et 

, .      .  a       b 
réciproquement.  Ainsi  ^  et  -  sont  des  rapports  inverses. 

327.  Les  règles  du  calcul  des  fractions  à  termes  entiers  sont 

applicables  aux  rapports  ou   fractions  générales  j,  dans  les» 

quelles  les  termes  a  ei  b  peuvent  être  eux-mêmes  des  nombres 
fractionnaires  ou  incommensurables. 
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328.  1.  Un  rapport  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  mul- 
tiplie ou  quand  on  divise  ses  deux  termes  par  un  même 
nombre. 

Soil  le  rapport  .-■  Si  nous  désignons  par  q  le  quotieni  des 

deux  termes,  nous  aurons 

a  , 

T  =  q     et    a  =  bq. 

Multiplions  par  un  même  nombre  m  les  deux  membres  de 
celte  égalité;  il  viendra 

am  =  bmq 
cl,  par  suite, 

am a 

On  voit,  par  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  que  l'on  peut 
réduire  plusieurs  rapports  au  même  dénominateur  en  suivant 
la  règle  établie  pour  les  fractions  ordinaires  à  termes  entiers. 
On  voit  aussi  qu'on  peut  appliquer  aux  rapports  les  règles  de 
l'addition  et  de  la  soustraction  des  fractions. 

329.  IL  Pour  multiplier  deux  rapports  l'un  par  l'autre,  il 
suffit  de  les  multiplier  terme  à  terme. 

o    .         ,        ,  Cl       a'     ^.  , ,  . 

Soient  les  deux  rapports  j  et  s--  Si  nous  désignons  parc 

et  q'  les  quotients  correspondants,  nous  aurons 

a  =:  bq     et     a'  =  b'q'. 

Multiplions  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  nous  aurons 

aa'  =  bb'  qq' 

el  par  suite 

aa'  ,       a       a' 


On  étendra  facilement  la  même  règle  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  rapports. 

On  voit  que  deux  rapports  inverses  (326)  ont  pour  produit 
l'unit('. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  démontrer  et  d'après  la  définition 
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de  la  division,  il  est  évident  que,  pour  diviser  un  rapport  par 
un  autre,  il  suffit  de  multiplier  le  rapport  dividende  par  l'in- 
verse du  rapport  diviseur. 

330.  m.  Lorsqu'on  a  une  suite  de  rapports  égaux,  la  somme 
de  leurs  numérateurs  divisée  par  la  somme  de  leurs  dénomina- 
teurs forme  un  rapport  égal  à  chacun  des  rapports  proposés. 

Soit  la  suite 

a a' a" 

Si  nous  désignons  par  q  le  quotient  commun,  nous  aurons 

a  =  bq,     a'  =  b'q,      a"  =  b"q, 
c'est-à-dire,  en  ajoutant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre, 

a-^a'  -\-  a"  =  [b -h  b' -h  b")q; 

on  en  déduit 

a  -t-  «'  -i-  a" a a' a" 

b~+b'^^b"  ~^'"b~F~V 

On  démontrera  de  même  que,  si  l'on  a  deux  rapports  égaux, 
la  différence  de  leurs  numérateurs  divisée  par  la  différence  de 
leurs  dénominateurs  forme  un  rapport  égala  chacun  des  rap- 
ports proposés. 

DES  PROPORTIONS. 

331.  On  dit  que  quatre  nombres  sont  en  proportion  lorsque 
le  rapport  du  premier  au  deuxième  est  égal  au  rapport  du 
troisième  au  quatrième. 

Une  proportion  est  donc  une  égalité  entre  deux  rapports. 
Par  exemple,  le  rapport  de  8  à  2  étant  égal  au  rapport  de  12 
à  3,  l'égalité 

8       12 

2 -y 

ou 

8:2  =  12:3, 

3       5 
est  une    proportion.  De   même,  le  rapport  de  7   à  -  étant 

,.35        ,3X7      >       '. 
égal  a  y  :  -ou  a  ^-—^5  c  csl-a-dire  égal  au  rapport  de  21  à  20, 

4     7  4  X  5  °  '  * 
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l'égalilé 

5\        20 

7/ 


ou 


esi  une  proportion. 


5 

-  =  21  :  20, 


332.  On  dit  que  quatre  grandeurs  sonl  en  pro/jor/.'on  lorsque 
le  rapport  de  la  première  à  la  deuxième  est  égal  au  rapport  de 
la  troisième  à  la  quatrième. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut  v32o  j,  lorsque  quatre  gran- 
deurs sont  en  proportion,  les  noraores  qui  mesurent  ces  gran- 
deurs sont  aussi  en  proportion,  et  réciproquement.  C'est  pour- 
quoi l'on  suppose  toujours  évaluées  en  nombres  les  grandeurs 
qui  forment  les  proportions  que  l'on  considère  dans  les  di- 
verses parties  des  Mathématiques. 


333.  Une  proportion 


'3 


3  5  \4y     21 

-7:  -  =  21:20       ou        ~—  =: 

4     7  /5\        20 


s  énonce 

3,5 

7:  est  a  -  comme  21  est  a  20. 

4  7 

-7  et  20  sont  les  termes  extrêmes  ou  les  extrêmes;  -  et  2r 

4  7 

3 

sont  les  termes  moyens  ou  les  moyens;  -j  est  le  premier  anté- 

4 
5 
cèdent,  -  le  premier  conséquent,  21    le  second  antécédent, 

3  5 

20  le  second  conséquent  ;  -j  :  -  est  le  premier  rapport,  21  :  20 

4  7 
est  le  second  rapport. 


PROPRIÉTÉS  DES  PROPORTIONS. 

33-V.  I.  Dans  tonte  proportion ,  le  produit  des  extrêmes  est 
égal  au  produit  des  moyens. 
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Soit  la  proportion 

a c 

h~d' 

Réduisons  les  deux  rapports  au  même  dénominateur,  en 
multipliant  les  deux  termes  de  chacun  d'eux  par  le  dénomi- 
nateur de  l'autre;  nous  aurons 

ad hc 

Vd'^'hll' 

Ces  deux  rapports  égaux  ayant  même  dénominateur,  leurs 
numérateurs  sont  égaux,  et  l'on  a 

ad  =  bc. 

Celte  proposition  fondamentale  permet  de  trouver  un  terme 
d'une  proportion  quand  on  connaît  les  trois  autres  termes. 
Par  exemple,  si  le  terme  inconnu  est  un  extrême,  on  obtient 
sa  valeur  en  formant  le  produit  des  moyens  et  en  divisant  ce 
produit  par  l'extrême  connu. 

335.  II.  Réciproquement,  si  quatre  nombres  écrits  sur  une 
même  ligne  sont  tels,  que  le  produit  des  extrêmes  soit  égal  au 
produit  des  moyens,  ces  quatre  nombres  sont  en  proportion. 

Soient  les  quatre  nombres 

a,     b,     c,     d, 

et  supposons  qu'on  ail 

ad  :=  bc. 

Divisons  par  bd  les  deux  membres  de  celle  égalité;  nous 

aurons 

ad bc 

hl^M' 

Si  nous  supprimons  alors  le  facteur  d  commun  aux  deux 
termes  du  premier  rapport,  et  le  facteur  b  commun  aux  deux 
termes  du  second  rapport,  il  vient 


33G.  Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  démontrer  que  l'on  peut 
faire  subir  à  une  proportion  toutes  les  transformations  qui 
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n'allèrent  pas  l'égalilc  enlre  le  produit  des  extrêmes  et  celui 
des  moyens. 

En  particulier,  on  peut  dans  une  proportion  :  i"  échanger 
les  moyens  l'un  avec  l'autre,  ou  les  extrêmes  l'un  avec  l'autre; 
2"  mettre  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes,  et  réciproque- 
ment. Par  exemple,  la  proportion  qui  a  lieu  entre  quatre 
nombres  a,  b,  c,  d,  tels  que  ad  =  bc,  peut  être  écrite  de  huit 
manières  différentes. 

On  voit  aussi  que,  dans  une  proportion,  on  peut  multiplier 
ou  diviser  par  un  même  nombre  un  extrême  et  un  moyen. 

337.  111.  Quand  deux  proportions  ont  un  rapport  commun, 
les  deux  autres  rapports  forment  une  proportion. 

Soient  les  deux  proportions 

a c  a e 

b~~d     ^^      'b~f' 

on  en  déduit  immédiatement 

338.  11  en  résulte  que,  lorsque  deux  proportions  ont  les 
mêmes  antécédents  ou  les  mêmes  conséquents,  leurs  consé- 
quents ou  leurs  antécédents  forment  une  proportion. 

Soient  les  deux  proportions 

a       c  a       c 

i  =  d  ^'  -e  =  r 

qui  ont  les  mêmes  antécédents.  Si  l'on  échange  les  moyens 
dans  ces  deux  proportions,  il  vient 

a        b  a       e 

-  =  -,     et      -  =  T.» 
c       a  c       I 

d'où  l'on  conclut  (337) 

b_e 

339.  IV.  Dans  toute  proportion,  la  somme  ou  la  différence 
des  antécédents  est  à  la  somme  on  à  la  différence  des  consé- 
quents comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent. 
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Soit  la  proporlion 

a c 

b~d' 

On  en  tire  immédiatement  (330) 

«-f-c a  a  —  c  a 

b  -À-  d       b  b  —  d       6 

Il  en  résulte 

«  -4-  c a  —  c 

b  +  d~~  b  —  d 

ou,  en  changeant  les  moyens  de  place, 

n  -\-  c b  -h  d 

a  —  c       b  —  d 

c'est-à-dire  que,  dans  toute  proportion,  la  somme  des  antécé- 
dents est  à  leur  différence  comme  la  somme  des  conséquents 
est  à  leur  différence. 

340.  V.  Daîis  toute  proportion,  la  somme  ou  la  différence 
des  deux  premiers  termes  est  à  la  somme  ou  à  la  différence  des 
deux  derniers  comme  le  premier  terme  est  au  troisième  ou  le 
deuxième  au  quatrième. 

Soit  la  proportion 

a c 

b~d' 

Dans  celte  proportion,  changeons  les  moyens  de  place,  et 
appliquons  à  la  nouvelle  proporlion 

a b 

c       d 

le  théorème  du  n°  339.  Il  viendra 

a  -+-  b       a       b  a  —  b       a       b 


-,     ou 


c  -h  d       c       d  c  —  d       c       d 

Il  en  résulte 

a  -If  b a  —  b 

c  -h  d       c  —  d 
ou,  en  échangeant  les  moyens, 

a  +  6 c  -h  d 

a  —  b       c  —  d 
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c'esl-à-dire  que,  dans  toute  proportion,  la  somme  des  deux 
premiers  termes  est  à  leur  différence  comme  la  somme  des 
deux  derniers  ternies  est  à  leur  différence. 

3il.  VI.  Lorsqu'on  multiplie  plusieurs  proportions  terme  à 
terme,  les  quatre  produits  obtenus  forment  une  nouvelle  pro- 
portion. 

Soient  les  proportions 

a c        a' c'        a" c" 

J)^7r    V~7''    V'^TF'' 

Si  nous  multiplions  les  trois  égalités  membre  à  membre,  il 

vient 

a       a'       a^__c        c^       c^ 

l^V^V'-  d^  d''^  d"' 

c'est-à-dire  (329) 

a  a'  a" ce'  c" 

WV'  "  ddrd/'' 

34-2.  VII.  Lorsqu'on  divise  deux  proportions  terme  à  terme, 
les  quatre  quotients  obtenus  forment  une  nouvelle  proportion. 

Soient  les  deux  proportions 

a c       a' c' 

l'' cV     Vd'' 

Si  l'on  divise  les  deux  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

a  ^  a'  (^  ,  c' 

l'V~d'd'' 

c'esi-à-dire  (329) 

ab'       cd' 


ba'  ~  de' 
Ce  dernier  résultat  peut  s'écrire 


\d' 


3i3.  VIII.  Si  quatre  nombres  sont  en  proportion,  leurs  puis- 
sances ou  leurs  racines  de  même  degré  sont  aussi  en  proportion. 
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Soil  la  proporiion 

n c 

b~  7l 

En  élevant  les  deux  membres  de  celte  égalité  à  la  puissance 
n,  on  trouve  (175) 

a\'"        /c\"'  a""        c" 

-b)  =[d)      °"     ¥=d^^' 

En  extrayant  la  racine  de  degré  m  des  deux  membres  de  celle 
égalité,  il  vient  également 

En  effel,  la  puissance  m""'*  de  ~»  comme  celle  de  y^' 

est  égale  à  t  (175);  ces  deux   expressions  sont  donc  iden- 
tiques. 

DES  MOYENNES. 

3i4.  Lorsque  les  moyens  d'une  proporiion  sont  égaux  entre 
eux,  leur  valeur  est  dite  la  moyenne  proportionnelle  ou  la 
moj«='nne^(^ome/r/(5f«^e  des  extrêmes.  Le  carré  de  celle  moyeime 
élanl  égal  au  produit  des  extrêmes  (334),  la  moyenne  géomé- 
trique  de  deux  nombres  est  égale  à  la  racine  carrée  du  produit 
de  ces  nombres. 

En  général,  on  nomme  moyenne  de  plusieurs  quantités 
toute  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  quamiilés  données. 

En  particulier,  la  moyenne  arithmétique  de  plusieurs  quan- 
tités est  le  quotient  que  l'on  obtient  en  divisant  la  somme  de 
ces  quantités  par  leur  nombre. 

Ainsi  la  moyenne  arithmétique  des  nombres  8,  12,  19  est 

8  -f-  12  -t-  19 
3 
ou  i3. 

La  considération  des  moyennes  est  fréquemment  employée 
dans  la  Statistique  et  dans  les  sciences  d'observation. 
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Par  exemple,  on  a  souvent  besoin  de  calculer  la  durée  de  \.> 
vie  moyenne  pour  un  individu  d'un  certain  âge.  Les  individus 
qui  meurent  cliaque  année,  dans  un  pays,  meurent  à  différents 
âges  :  leur  âge  moyen  ou  la  durée  de  la  vie  moyenne  s'obtient 
en  divisant  par  le  nombre  des  décès  la  somme  des  âges  qu'ils 
ont  vécu. 

Lorsqu'il  est  question  de  déterminer  un  nombre  expérimen- 
talement, il  arrive  le  plus  souvent  que  des  expériences  répé- 
tées fournissent  pour  ce  nombre  des  valeurs  un  peu  diffé- 
rentes. On  prend  alors  la  moyenne  arithmétique  des  résultats 
obtenus;  en  agissant  ainsi,  on  admet  que  les  erreurs  qui 
affectent  les  observations  se  compensent  sensiblement. 

345.  Il  convient  de  remarquer  la  proposition  suivante  : 

La  moyenne  géométrique  de  deux  nombres  est  ùiférieure  à 
la  moyenne  arithmétique  des  mêmes  nombres. 

Considérons,  par  exemple,  les  nombres  4  et  9  dont  la 
moyenne  géométrique  est  s/^xg:  on  aura  (  334,  330) 

4     _  v^4x9  ^  v^4x9-4. 

v/4X9  9  9  -  v^4X9 

Ces  trois  rapports  sont  inférieurs  à  l'unité;  par  conséquent, 

la  différence  v/4  X  9  —  4  6St  inférieure  à  9  —  v'4  X9;  si  l'on 
ajoute  alors  à  chacune  de  ces  différences  les  deux  nombres 

4  et  v/4  X  9,  on  obtient  pour  sommes  2  X  v/4  X  9  et  4  +  9- 
La  première  de  ces  sommes  étant  plus  petite  que  la  seconde, 
la  moyenne  géométrique  des  nombres  4  et  9  est  inférieure  à 
la  moyenne  arithmétique  des  mêmes  nombres. 
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CHAPITRE  IV. 

DES  GRANDEURS  QUI  VARIENT  DANS  LE  MÊME  RAPPORT 
OU  DANS  UN  RAPPORT  INVERSE. 


GRANDEURS  PROPORTIONNELLES. 

3i6.  Lorsque  deux  grandeurs  varient  simullanémenl  el  de 
telle  manière  que  deux  valeurs  quelconques  de  la  première 
grandeur  soient  dans  le  même  rapport  que  les  valeurs  corres- 
pondantes de  la  seconde,  on  dit  que  les  grandeurs  dont  il 
s'agit  sont  proportionnelles  l'une  à  l'autre  ou  (\\x  elles  varient 
dans  le  même  rapport. 

Ainsi  le  salaire  d'un  ouvrier  est  proportionnel  à  la  durée 
de  son  travail. 

L'espace  parcouru  par  un  corps  qui  se  meut  avec  une  vitesse 
constante  est  proportionnel  à  la  durée  de  son  mouvement. 

La  longueur  de  la  circonférence  de  cercle  est  proportion- 
nelle à  son  diamètre. 

Dans  les  exemples  précédents,  comme  dans  tous  ceux  qu'on 
peut  citer,  on  admet  la  proportionnalité  des  grandeurs  consi- 
dérées comme  un  fait  qui  est  connu  ou  qui  résulte  d'une  con- 
vention. La  démonstration  de  cette  proportionnalité  n'est  pas 
du  ressort  de  l'Arithmétique;  elle  appartient,  dans  chaque 
cas,  à  la  science  qui  traite  des  grandeurs  que  l'on  considère. 
On  peut,  cependant,  s'assurer  souvent  de  la  proportionnalité 
de  deux  grandeurs  à  l'aide  de  la  proposition  que  nous  allons 
développer. 

347.  Soient  deux  grandeurs  A  el  B  (de  même  espèce  ou 
d'espèce  différente)  qui  sont  supposées  proportionnelles. 
Soient  A,  et  Aj  deux  états  ou  deux  valeurs  quelconques  de  la 
première  grandeur,  B,  et  Bj  les  valeurs  correspondantes  de  la 

s.  et  de  C.  —  Arichm.  ^^ 
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seconde  grandeur.  On  a,  par  hypoihèse  (34-G), 

A,  ~  B,  ' 
Si  nous  désignons  par  q  le  quoiieni  commun,  on  peut  écrire 

A2=:  Ai^, 

B,=  B,ç. 

Donc,  lorsque  deux  grandeurs  sont  proportionnelles,  en  mul- 
tipliant par  un  même  nombre  quelconque  deux  valeurs  cor- 
respondantes de  ces  grandeurs,  on  obtient  deux  nouvelles  va- 
leurs correspondantes. 

Réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie,  les  deux 
grandeurs  considérées  sont  proportionnelles;  car  on  déduit 
alors  inimédiaiement  des  égalités  précédentes 

A,  _B^ 

A,  ~  B,  * 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  . 

Deux  grandeurs  sont  proportionnelles  si  elles  sont  liées 
l'une  à  l'autre  de  manière  que,  une  valeur  quelconque  de  l'une 
étant  multipliée  par  un  nombre  quelconque,  la  valeur  corres- 
pondante de  l'autre  soit  nécessairement  multipliée  parle  même 
nombre. 

De  plus,  il  suffît  (ce  qui  simplifie  beaucoup  l'application  de 
ce  théorème)  que  la  condition  indiquée  soit  remplie  lorsqu'on 
choisit  pour  multiplicateur  un  nombre  entier,  pour  qu'elle  le 
soit  forcément  quand  ce  multiplicateur  devient  un  nombre 
fractionnaire  ou  incommensurable. 

En  effet,  soient  A,  et  B,   deux  valeurs  correspondantes  des 

grandeurs  considérées  A  et  B.  Si  l'on  multiplie  A,  par  la  frac- 

I  A, 

lion  -^  on  obtient  la  grandeur —  En  multipliant  cette  der- 
n  n 

nière  grandeur  par  l'entier  n,  on  revient  à  la  grandeur  A,.  Il 
faut  donc,  d'après  l'hypothèse,  que  la  valeur  de  B  qui  corres- 
pond à  —  soit  telle,  qu'en  la  multipliant  par  n  on  retrouve  la 
grandeur  B,  qui  correspond  à  A,;  cette  valeur  correspondante 

est  donc  — 
n 
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Prenons  maintenant  pour  mulliplicaleur  le  nombre  fraction- 
naire —  On  commencera  par  multiplier  les  deux  grandeurs 

correspondantes  A,  etB,  par  -?  et  l'on  obtiendra  deux  valeurs 

correspondantes  —  et  — ?  qu'il  faudra  à  leur  tour  multiplier 

par  l'entier  m  pour  obtenir  les  deux  valeurs  correspondantes 

m  A,       mBi 

et 

n  II 

Supposons  enfin  que  le  multiplicateur  soit  un  nombre  in- 
commensurable r.  Ce  nombre  (226)  tombe  entre  les  deux  nom- 
bres commensurables  -  et Si  l'on  part  des  grandeurs 

correspondantes  A,  etB,,  les  grandeurs -A,  et A,  cor- 
respondront aux  grandeurs  -  B,  et B,,  d'après  l'alinéa 

n  n 

précédent;  par  suite,  la  grandeur  rA,  comprise  entre  les  deux 
premières  correspondra  à  la  grandeur  /-B,  comprise  entre  les 
deux  autres,  puisqu'en  prenant  n  assez  grand  les  deux  limites 
des  grandeurs  rA,  et  rB,  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut,  tout 
en  continuant  de  se  correspondre. 

348.  Rapportons  à  une  certaine  unité  de  même  espèce  cha- 
cune des  grandeurs  proportionnelles  A  et  B,  et  représentons 
par  a,,  «2,  6,,  bt  les  nombres  qui  mesurent  les  valeurs  parti- 
culières A,,  A2,  Bi,  Bj.  Nous  aurons  alors  (325,  332) 

lit       bi 

En  échangeant  les  moyens,  cette  proportion  numérique  de- 
vient 

«2       a, 


Les  valeurs  considérées  étant  quelconques,  on  peut  donc 
dire  que,  lorsque  deux  grandeurs  sont  proportionnelles,  le  rap- 
port de  leurs  valeurs  aunit-riques  correspondantes  est  con- 
stant. 

Ainsi,  en  désignant  par  a  et  b  deux  valeurs  numériques 

r5. 
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quelconques,  mais  correspondantes,  des  grandeurs  considé- 
rées, on  voit  que  les  grandeurs  proportionnelles  sont  carac- 
térisées par  la  formule  générale 

n 

r  =  consl. 

o 

Si  l'expérience  donne  deux  valeurs  particulières  des  gran- 
deurs proposées,  la  constante,  égale  à  leur  quotient,  se  trouve 
déterminée,  et  l'on  connaît  la  relation  numérique  qui  lie  les 
deux  grandeurs.  //  est  utile  de  remarquer  que  celte  constante 
est  la  valeur  numérique  de  a  lorsque  b  devient  égal  à  i. 


GRANDEURS  INVERSEMENT  PROPORTIONNELLES. 

349.  Lorsque  deux  grandeurs  varient  simultanément  et  de 
telle  manière  que  le  rapport  de  deux  valeurs  quelconques  de 
la  première  grandeur  soit  l'inverse  du  rapport  des  valeurs  cor- 
respondantes de  la  seconde,  on  dit  que  les  grandeurs  dont  il 
s'agit  sont  inversement  proportionnelles  l'une  à  l'autre  ou 
(\\x' elles  varient  dans  un  rapport  inverse. 

Ainsi  le  temps  nécessaire  à  l'accomplissement  d'un  certain 
travail  est  inversement  proportionnel  au  nombre  des  ouvriers 
employés. 

Le  temps  employé  par  un  corps  qui  se  meut  d'un  mouve- 
ment uniforme  à  parcourir  un  espace  donné,  est  inversement 
proportionnel  à  la  vitesse. 

La  force  en  vertu  de  laquelle  la  Terre  et  les  autres  planètes 
se  meuvent  dans  leurs  orbites  est  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  leur  distance  au  Soleil. 

On  peut  souvent  s'assurer  que  deux  grandeurs  sont  inver- 
sement proportionnelles  à  l'aide  de  la  proposition  suivante. 

350.  Soient  deux  grandeurs  A  et  B  (de  même  espèce  ou 
d'espèce  différente)  qui  sont  supposées  inversement  propor- 
tionnelles. Soient  À,  et  A,  deux  étals  ou  deux  valeurs  quel- 
conques de  la  première  grandeur,  B,  et  B,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  la  seconde  grandeur.  On  a,  par  hypothèse  (349), 

A,       B. 
A.  "~B/ 
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Si  nous  désignons  par  q  le  quotient  commun,  on  peut  écrire 

A2=A,<jr, 

B,=  B,  -. 

Q 

Donc,  lorsque  deux  grandeurs  sont  inversement  propor- 
tionnelles, en  multipliant  et  en  divisant  respeciivemenl  par 
un  même  nombre  quelconque  deux  valeurs  correspondantes 
de  ces  grandeurs,  on  obtient  deux  nouvelles  valeurs  corres- 
pondantes. 

Réciproquement,  si  celle  condition  est  remplie,  les  deux 
grandeurs  considérées  sont  inversement  proportionnelles;  car 
on  déduit  alors  immédiatement  des  égalités  précédentes 

A,^B, 

A.       B,* 

On  obtient  ainsi  ce  théorème  : 

Deux  grandeurs  sont  inversement  proportionnelles,  si  elles 
sont  liées  l'une  à  l'autre  de  manière  que,  une  valeur  quel- 
conque de  l'une  étant  multipliée  par  un  nombre  quelconque, 
la  valeur  correspondante  de  Vautre  soit  nécessairement  divisée 
par  le  même  nombre. 

De  plus,  //  suffit  (  ce  qui  simplifie  beaucoup  l'applicalion  de 
ce  théorème)  que  la  condition  indiquée  soit  remplie  lorsqu'on 
emploie  comme  multiplicateur  et  diviseur  un  nombre  entier, 
pour  qu'elle  le  soit  forcément  quand  ce  nombre  entier  est 
remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  ou  incommensurable. 

C'est  ce  qu'on  établit  facilement  en  imitant  les  raisonne- 
ments faits  au  n^  3i7. 

En  effet,  soient  A,  et  B,  deux  valeurs  correspondantes  des 
grandeurs  considérées  A  et  B.  Si  l'on  multiplie  A,  par  la  frac- 
1  \ 

tion  -•)  on  obtient  la  grandeur  — •  En  multipliant  cette  der- 
n  n 

nière  grandeur  par  l'entier  n,  on  revient  à  la  grandeur  A,.  Il 
faut  donc,  d'après  l'hypothèse,  que  la  valeur  de  B  qui  corres- 
pond à  —  soit  telle,  qu'en  la  divisant  par  n  on  retrouve  la 
n 

grandeur  B,  qui  correspond  à  A,;  cette  valeur  correspondante 
est  donc  nBi. 
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Prenons  mainlenanlle  nombre  fractionnaire  —  •  Si  l'on  divise 

n 

A,  par  7^  on  multiplie  B,  par  n  d'après  l'alinéa  précédent,  et 

l'on  obtient  les  deux  valeurs   correspondantes  —  et  nB,.  SI 

n 

l'on  multiplie  alors  la  première  par  l'entier  m,  il  faut  diviser 

la  seconde  par  m,  de  sorte  que  les  deux  nouvelles  valeurs  cor- 

.  7??Ai       nB, 

respondanies  sont  et 

n  m 

Supposons  enfin  que  l'on  multiplie  A,  par  le  nombre  incom- 
mensurable r.  Ce  nombre  tombe  entre  les  deux  nombres  com- 

mensurables  -  et D'après  ce  qui  précède,  les  grandeurs 

k  .        h-  -\-  ï                        ,                        .         B,          B,       „ 
-A,  et A,  correspondront  aux  grandeurs  -y-  et  -, Par 


71  n 

suite,  la  grandeur  rA,  comprise  entre  les  deux  premières  cor- 
respondra à  la  grandeur  —^  comprise  entre  les  deux  autres, 
puisque,  pour  n  assez  grand,  les  deux  limites  des  grandeurs 
rA,  et  —^  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut,  tout  en  ne  cessant  pas 
de  se  correspondre. 

351.  Si  nous  représentons  par«,,  a^,  6,,  b^  les  nombres  qui 
mesurent  les  valeurs  particulières  A,,  Aj,  B,,  B„  lorsqu'on 
rapporte  à  une  certaine  unité  chacune  des  grandeurs  inverse- 
ment proportionnelles  A  et  B,  nous  aurons 


ou (334] 


Les  valeurs  considérées  étant  quelconques,  on  peut  donc  dire 
que,  lorsque  deux  grandeurs  sont  inversement  proportionnelles, 
le  produit  de  leurs  valeurs  numériques  correspondantes  est 
constant. 

Ainsi,  en   désignant  par  a  et  h  deux  valeurs  numériques 
quelconques,  mais  correspondantes,  des  grandeurs  considé- 


a-, 

b, 

«, 

b. 

a 

,6. 

— 

fi\b,. 
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rées,  on  voit  que  les  grandeurs  inversement  proportionnelles 
sont  caractérisées  par  la  formule  générale 

ab  =  const. 

Si  l'expérience  donne  deux  valeurs  particulières  des  gran- 
deurs proposées,  la  constante,  égale  à  leur  produit,  se  trouve 
déterminée,  ei  l'on  connaît  la  relation  numérique  qui  lie  les 
deux  grandeurs.  //  est  utile  de  remarquer  que  cette  constante 
est  la  valeur  tiuniérique  de  a  lorsque  b  devient  égal  à  i. 

CAS  OÙ  L'ON  A  À  CONSIDÉRER  PLUS  DE  DEUX  GRANDEURS. 

352.  Il  est  rare  qu'une  grandeur  dépende  exclusivement 
d'une  autre  grandeur;  plusieurs  éléments  concourent  le  plus 
souvent  à  déterminer  sa  valeur  :  par  exemple,  le  poids  d'une 
barre  de  métal  dépend  à  la  fois  de  sa  longueur,  de  sa  largeur, 
de  son  épaisseur  et  de  la  densité  du  métal. 

Lorsqu'une  grandeur  dépend  ainsi  de  plusieurs  autres,  si 
l'on  dit  qu'elle  est  proportionnelle  ou  inversement  proportion- 
nelle à  l'une  des  grandeurs  dont  elle  dépend,  on  sous-cntend 
que  les  autres  éléments  qui  la  déterminent  sont  alors  consi- 
dérés comme  invariables.  Par  exemple,  si  l'on  dit  :  le  poids 
d'une  barre  métallique  est  proportionnel  à  la  densité  du 
métal,  on  sous-eniend  que  les  dimensions  de  la  barre  sont 
considérées  comme  invariables. 

DES  QUESTIONS  QUI  SE  RAPPORTENT  AUX  GRANDEURS  PROPOR- 
TIONNELLES OU  INVERSEMENT  PROPORTIONNELLES. 

353.  Les  questions  dont  nous  allons  nous  occuper  peuvent 
être  énoncées  généralement  de  la  manière  suivante  : 

1°  Connaissant  des  valeurs  simultanées  de  deux  grandeurs 
pwportionnelles  ou  inversement  proportionnelles,  trouver  la 
valeur  de  la  première  grandeur  qui  correspond  à  une  nouvelle 
valeur  donnée  de  la  seconde, 

1°  Connaissant  des  valeurs  simultanées  d'un  nombre  quel- 
conque de  grandeurs  pioportionnelles  ou  inversement  propor- 
tionnelles à  l'une  d'entre  elles,  trouver  la  valeur  que  prend 
celle-ci  quand  on  donne  de  nouvelles  valeurs  à  toutes  les 
autres  grandeurs. 


a3a  LIVRE  V.  -  CHAPITRE  IV. 


RÈGLES  DE  TROIS  SIMPLES. 

354.  La  question  (i°)  du  n"  353  est  le  type  général  des  rè- 
gles de  trois  simples  :  la  règle  de  trois  est  directe  quand  les 
grandeurs  qui  entrent  dans  l'énoncé  sont  proportionnelles; 
elle  est  inverse  quand  ces  grandeurs  sont  inversement  propor- 
tionnelles. 

Soient  A  et  B  deux  grandeurs  proportionnelles.  On  connaît 
deux  valeurs  numériques  correspondantes  a,  et  6,  de  ces  deux 
grandeurs,  et  l'on  demande  de  calculer  la  valeur  x  de  B  qui 
correspond  à  une  seconde  valeur  a,  de  A. 

On  a,  par  hypothèse  (346), 

X  a-, 

bi~  a,^ 
d'où 

x=  6,X  — 
«i 

Ainsi,  dans  le  cas  d'une  règle  de  trois  simple  et  directe, 
l'inconnue  x  s'obtient  en  multipliant  la  valeur  connue  de 
même  espèce  que  x,  par  le  rapport  direct  de  la  nouvelle  valeur 
de  l'autre  grandeur  à  l'ancienne. 

Soient  A  et  B  deux  grandeurs  inversetnent  proportionnelles. 
On  connaît  deux  valeurs  numériques  correspondantes  a,  et  6, 
de  ces  deux  grandeurs,  et  Von  demande  de  calculer  la  valeur 
X  de.B  qui  correspond  à  une  seconde  valeur Ui  de  A. 

On  a,  par  hypothèse  (349), 

X  rt, 

d'où 

ar  =  6,x-- 

Ainsi,  dans  le  cas  d'une  règle  de  trois  simple  et  inverse, 
V inconnue  x  s'obtient  en  multipliant  la  valeur  connue  de 
même  espèce  que  x  par  le  rapport  inverse  de  celui  de  la  nou- 
velle valeur  de  l'autre  grandeur  à  l'ancienne. 
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RÈGLES  DE  TROIS  COMPOSÉES. 

353.  La  question  (2'')  du  n°  333  est  le  type  général  des 
règles  de  trois  composées. 

Soient  M,  A,  B,  P,  Q  les  grandeurs  considérées  :  M  varie 
dans  le  même  rapport  que  Â  et  B  et  dans  le  rapport  im'ersede 
P  et  de  Q{332).  On  connaît  une  série  m^,  a,,  b,,  pi,  q,  de  va- 
leurs numériques  correspondantes  de  ces  grandeurs,  et  l'on 
demande  de  calculer  la  valeur  x  de  M  qui  correspond  à  une 
nouvelle  série  de  valeurs  02,  6.,  p-i,  q^  des  autres  grandeurs. 

Si  l'on  considère  seulement  M  et  A  et  si  l'on  suppose  (332) 
que  les  autres  grandeurs  conservent  les  valeurs  6,,  />,,  q^  on 
voit  que,  A  passant  de  la  valeur  a,  à  la  valeur  a^,  M  passera  de 
la  valeur  m^  à  une  valeur  X,  qui  satisfera  (33i)  à  la  relation 

\  =  m,  —• 

Si  l'on  considère  maintenant  M  et  B,  les  autres  grandeurs 
conservant  les  valeurs  a:,  p,,  q^,  et  B  passant  de  la  valeur  è,  à 
la  valeur  62,  M  passera  de  la  valeur  X  à  une  valeur  X',  qui  sa- 
tisfera de  même  (33i)  à  la  relation 

x'  =  x^^ 

Comparons  AI  et  P.  Les  autres  grandeurs  conservant  les  va- 
leurs «2,  bi,  q,,  si  P  passe  de  la  valeur  p,  à  la  valeur  p^,  M  pas- 
sera de  la  valeur  X'  à  une  valeur  X"  déterminée  (33i-)  par  la 
relation 

Enfin,  si  l'on  considère  M  et  Q,  et  si  les  autres  grandeurs 
conservent  les  valeurs  «„  b^,  p^,  on  voit  que,  Q  passant  de  la 
valeur  q,  à  la  valeur  q^,  M  passe  par  la  valeur  X"  à  la  valeur 
demandée  x,  qui  correspond  à  la  série  a.,  b.,,  p^,  q^.  Cetle  va- 
leur de  X  satisfait  d'ailleurs  (3oi)  à  la  relation 


^=X"^. 


Pour  faire  disparaître  les  inconnues  auxiliaires,  il  suffit  de 
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lïiulliplier  membre  à  membre  loiiles  les  éjjalilcs  précédenics. 
En  supprimant  dans  les  deux  membres  de  l'égalilé  résullanle 
le  fadeur  commun  XX'X",  on  trouve 


(U  hi  »,  <7, 
jc  =  /»,  —  7-  i—  J- 
a,  b,    /;, 


Ainsi,  dans  le  cas  d'une  règle  de  (rois  composée,  l'incon- 
nue X  s'obtient  en  multipliant  la  valeur  connue  de  même 
espèce  que  x  par  les  rapports  des  nouvelles  valeurs  aux  an- 
ciennes pour  les  grandeurs  proportionnelles  à  la  grandeur  de 
même  espèce  que  l'inconnue,  et  par  les  rapports  inverses  de 
ceux  des  nouvelles  valeurs  aux  anciennes  pour  les  grandeurs 
inversement  proportionnelles  à  cette  même  grandeur. 

On  voit  que  ce  résultat  général  concorde  avec  les  résultats 
particuliers  énoncés  au  n°  354. 

356.  Désignons  par  h  la  valeur  que  prend  M  quand  les 
autres  grandeurs  A,  B,  P,  Q  deviennent  toutes  égales  à 
l'unité.  La  formule  précédente  devient,  dans  cette  hypothèse, 
en  remplaçant  m,  par  k  et  «,,  6,,  ^,,  q^  par  l'unité, 

a-i  bj 
p.q. 


X  =  Jf  , 


et  elle  s'applique  à  une  série  quelconque  de  valeurs  corres- 
pondantes des  grandeurs  considérées.  On  en  déduit 


xp^q^ 


L'expérience  ayant  déterminé  une  série  de  valeurs  particu- 
lières correspondantes  des  grandeurs  proposées,  on  aura  donc 
le  coefficient  constant  k,  et  l'on  connaîtra  la  relation  numé-    ■ 
rique  qui  existe  entre  les  grandeurs  données. 

357.  S'il  n'entre  dans  la  question  que  des  grandeurs  pro- 
portionnelles entre  elles,  on  a  évidemment 

k=  — T-» 
Uibi 

c'est-à-dire  (3i8)  que,  lorsqu'une  grandeur  est  proportion- 
nelle à  plusieurs  autres  grandeurs,  elle  est  aussi  proportion- 
nelle à  leur  produit. 
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De  même,  s'il  n'entre  dans  la  question  que  des  grandeurs 
inversement  proportionnelles  entre  elles,  on  a 

c'est-à-dire  (351)  que  lorsqu'une  grandeur  est  inversement 
proportionnelle  à  plusieurs  autres  grandeurs,  elle  est  aussi  in- 
versement proportionnelle  à  leur  produit. 

MÉTHODE  DE  RÉDUCTION  A  L'UNITÉ. 

358.  Au  point  de  vue  élémentaire,  on  fait  souvent  usage, 
pour  résoudre  les  questions  précédentes,  de  la  méthode  dite 
de  réduction  à  l'unité.  Elle  consiste  à  chercher,  dans  le  cas 
des  règles  de  trois  simples,  la  valeur  de  la  grandeur  de  même 
espèce  que  l'inconnue  qui  correspond  à  une  valeur  de  l'autre 
grandeur  égale  à  i,  et,  dans  le  cas  des  règles  de  trois  compo- 
sées, la  valeur  de  la  grandeur  de  même  espèce  que  l'inconnue 
qui  correspond  à  des  valeurs  des  autres  grandeurs  toutes 
égales  à  i.  On  en  déduit  ensuite  facilement  l'inconnue  elle- 
même.  Cette  méthode  revient  donc,  en  réalité,  à  déterminer 
la  constante  (3i8,  351 ,  336)  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  établir 
la  relation  générale  qui  lie  les  grandeurs  considérées.  Il  suf- 
fira de  l'expliquer  sur  quelques  exemples. 

359.  Problème  I.  —  Une  manufacture  a  consommé  87000  ki- 
logrammes de  charbon  pour  produire  26700  hilogrammes  de 
porcelaine.  Combien  brûlera-t-elle  de  charbon  pour  produire 
75350  kilogrammes  de  porcelaine  P 

Les  grandeurs  qui  figurent  dans  cette  question  sont  la  quan- 
tité de  porcelaine  fabriquée  et  la  quantité  de  charbon  brûlé; 
nous  supposerons  ces  grandeurs  proportionnelles. 

Pour  résoudre  la  question  proposée,  on  dira  :  puisque, 


pour  produire  267oo''5  de  porcel.,  il  a  fallu  87000*^5  ^ç.  charb., 

37000 

pour I      ,  il  faudra  -' —  ...  ; 

'  26700 

donc.,  pour. .    7535o     ,  il  faudra  — (^ —  X  7535o.... 


26':oo 
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Ainsi,  le  nombre  de  kilogrammes  de  charbon  demandé  est 

37000         p_^  „  ^  753^0 

—^. X  7535o     ou     37000  X^S ■■> 

20700  2O700 

c'csl-à-dire  io44'756i  à  0,01  près. 

360.  Problème  H.  —  Il  a  fallu  8  heures  à  12  ouiriers  pour 
faire  un  certain  ouvrage.  Combien  17  ouvriers  meltront-ils  de 
temps  à  faire  le  même  ouvrage? 

Ici  les  grandeurs  considérées  sont  le  temps  nécessaire  pour 
faire  un  certain  ouvrage  et  le  nombre  des  ouvriers  qui  y  sont 
employés.  Nous  supposerons  ces  grandeurs  inversement  pro- 
portionnelles. 

Pour  résoudre  la  question  proposée,  on  dira  : 

Puisque  12  ouvriers  emploient    8  heures, 

I   ouvrier  emploiera      8x12  heures; 

8X12 
Par  suite,  17  ouvriers  emploieront heures; 

'  7 

8x12  II 

le  nombre  d'heures  demande  est  donc ou  8  X  — >  c'esl- 

à-dire  5^  39'",  à  i  minute  près  par  excès. 

3G1.  Problème  III.  —  //  a  fallu  96  heures  à  35  ouvriers  pour 
élever  un  mur  qui  a  i5  mètres  de  longueur,  4'">5o  de  hauteur 
et  o'",75  d'épaisseur.  Combien  ^1  ouvriers  emploieront-ils  de 
temps  pour  élever  un  mur  ayant  19  mètres  de  longueur,  3  mè- 
tres de  hauteur  et  1^,10  d'épaisseur  .^ 

Nous  supposons  ici  que  le  nombre  d'heures  de  travail  est 
proportionnel  à  chacune  des  dimensions  du  mur  et  inverse- 
ment proportionnel  au  nombre  des  ouvriers. 
Pour  résoudre  la  question  proposée,  on  dira  : 
Puisque  35  ouvriers  emploient  g6  heures  pour  élever  un 

/y 

mur  tel  qu'il  est  défini  par  l'énoncé,  ils  emploieront^  d'heure 

10 

pour  élever  un  mur  qui  n'aurait  que  i  mètre  de  longueur, 
avec  la  même  hauteur  el  la  même  épaisseur  que  le  mur  in- 
diqué. Si  la  hauteur  s'abaisse  aussi  à  l'unité,  ils  emploieront 

un  nombre  d'heures  égal  à  ■  ^   •    .  ^   »  Si  l'épaisseur  est  de 


GRANDEURS  QUI  VARIENT  DANS  LE  MÊME  RAPPORT,  ETC.     237 

I  mètre  au  lieu  de  o"',']5,  le  temps  nécessaire  sera  les  -  du 

précédent  ou  -p 1-^ p»  Enfin,   si  le  travail  est  fait 

^  i5x4»5oXo,75 

par  un  seul  ouvrier  au  lieu  de  35,  le  temps  demandé  sera 

35  fois  plus  considérable,  c'est-à  dire     ^       ,  ^ ^'  Une 

^  i5x4>5oXo,75 

fois  ce  nombre  obtenu,  on  voit  qu'il  doit  être  multiplié  par  ig, 
par  3  et  par  1,20,  si  le  mur  considéré,  au  lieu  d'avoir  i  mètre 
dans  tous  les  sens,  a  19  mètres  de  longueur,  3  mètres  de  hau- 
teur et  i"", 20  d'épaisseur,  et  que  ce  même  nombre  doit  être 
divisé  par  ^1,  si  l'on  emploie  4^  ouvriers  au  lieu  d'un  seul. 
Le  résultat  cherché  est  donc,  en  prenant  l'heure  pour  unité, 

96x35x19x3x1,20  4 

^^-7 1: 7 — -z. ;: —  —   I  00  H — T^  • 

42  X  i5x4,5o  Xo,75  45 

Il  est  d'accord  avec  la  formule  générale  du  n°  355,  qui  per- 
met de  l'obtenir  immédiatement. 

362.  La  méthode  de  réduction  à  l'unité  peut  être  employée 
avec  avantage  dans  certaines  questions  dont  la  solution  ne 
saurait  être  donnée  immédiatement  par  la  règle  de  trois.  Nous 
en  présenterons  un  exemple. 

Problème  IV.  —  Sachant  que  ^5  bœufs  ont  brouté  en 
12  jours  r herbe  d'un  pré  de  60  ares,  et  que  81  bœufs  ont 
brouté  en  iS  jours  l'herbe  d'un  pré  de  72  ares,  on  demande 
combien  il  faudra  de  bœufs  pour  brouter  en  iS  jours  l'herbe 
d'un  pré  de  g6  ares.  On  suppose  que,  dans  les  trois  prés,  l'herbe 
est  à  la  même  hauteur  au  moment  de  l'entrée  des  bœufs,  et 
qu'elle  continue  de  croître  uniformément  depuis  leur  entrée. 

Dans  chacun  des  trois  prés,  l'herbe  qui  croît  en  i  jour  sur 
I  are  équivaut  à  celle  qui  se  trouve  actuellement  sur  une  cer- 
taine superficie;  nous  chercherons  d'abord  cette  superficie. 
Les  conditions  du  problème  sont  les  suivantes  : 

1°  75  bœufs  ont  brouté  en  12  jours  l'herbe  d'un  pré  de 
60  ares,  plus  iiy^Go  fois  l'herbe  contenue  dans  la  superficie 
cherchée. 

2°  81  bœufs  ont  brouté  en  i5  jours  l'herbe  d'un  pré  de 
72  ares,  plus  i5  X  T^fois  l'herbe  contenue  dans  la  superficie 
cherchée.     ' 
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Or  la  quantité  d'herbe  broutée  est  proportionnelle  au 
nombre  des  bœufs  ainsi  qu'au  nombre  des  jours  :  donc  un 
bœuf  broute  en  i  jour,  d'après  la  première  condition, 

l'herbe  d'un  uré  de =•  ares,  plus  —z  de  l'herbe  contenue 

'  12X75  '  ■^        -jj 

dans  la  superficie  cherchée, 
et,  d'après  la  seconde  condition, 

l'herbe  d'un  pré  de  —z-^ — rr-ares,  plus  ~—  de  l'herbe  contenue 
^  i5  X  ^i  <ii 

dans  la  superficie  cherchée. 

Ces  deux  quantités  d'herbe  doivent  être  égales  entre  elles. 
La  première  partie  est  plus  grande  dans  le  permier  cas  que 
dans  le  second,  et  la  différence  est  l'herbe  d'un  pré  de  I 

60  72       I  2 

Â'  —  — T- Ti —  — 7"  are  i 

I2X  70        i5  X  bi        9  X  10 

au  contraire  la  seconde  partie  est  plus  grande  dans  le  second 
cas  que  dans  le  premier,  et  la  différence  est  l'herbe  contenue 
dans  une  fraction  de  la  superficie  cherchée  égale  à 

60       72 4 

75       81       9X5 

Il  faut  donc,  pour  la  compensation,  que  les  — -—z  de  la  su- 
^  *  ^  9X5 

perfide  cherchée  vaillent  ?are;  par  conséquent  cette 

superficie  est  égale  à 

'       .     4      _   ' 
9X  i5    9  X  5        12 

D'après  cela,  les  quantités  d'herbe  qui  poussent  pendant  le 
séjour  des  bœufs  dans  les  trois  prés  sont  respectivement 
égales  aux  quantités  d'herbe  actuellement  contenues  dans  les 

superficies  de 

12x60        , 

=  DO  ares. 


12 
i5x  72 


1 2 


=  90  ares, 


1 8  X  96        , , 

^i-  =  i44  ares; 

12  ^^ 
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l'énoncé  du  problème  proposé  peut  alors  être  transformé 
comme  il  suit  : 

Sachant  que  ']5  bœufs  ont  brouté  en  12  Jours  l'herbe  d'un 
pré  de  120  ares,  et  que  81  bœufs  ont  brouté  en  i5  jours 
l'herbe  d'un  pré  de  162  ares,  on  demande  combien  il  faudra 
de  bœufs  pour  brouter  en  18  jours  l'herbe  d'un  pré  de 
1^0  ares.  On  suppose  que  l'herbe  est  à  la  même  hauteur  dans 
les  trois  prés,  et  quelle  ne  pousse  pas  pendant  le  séjour  des 
bœufs. 

Le  nombre  des  bœufs  est  proportionnel  au  nombre  des 
ares,  et  inversement  proportionnel  au  nombre  des  jours  : 
aussi  les  deux  conditions  contenues  dans  l'énoncé  qui  pré- 
cède rentrent  l'une  dans  l'autre;  la  recherche  que  nous  avons 
faite  a  eu  pour  effet  de  rendre  ces  deux  conditions  conci- 
liables.  En  se  bornant  donc  à  la  première  condition  et  en  ap- 
pliquant la  règle  de  trois,  on  trouve  pour  la  valeur  du  nombre 
demandé 

12       aio 
75X  -qX  -^  =  100. 
'  18       120 

Il  faut  ainsi  100  bœufs  pour  brouter  l'herbe  du  Iroisième  pré. 
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CHAPITRE  V. 

PROBLÈMES. 


DES  INTÉRÊTS  SIMPLES. 

363.  L'intérêt  d\me  somme  d'argent  ou  d'un  capital  est  le 
bénéfice  que  se  réserve  celui  qui  le  prête.  Ce  bénéfice  est 
proportionnel  à  la  somme  prêtée;  il  dépend,  en  outre,  du 
temps  pendant  lequel  on  la  prête  et  d'un  troisième  élément, 
nommé  taux  de  l'intérêt,  qui  est  l'intérêt  dont  on  est  con- 
venu pour  une  somme  de  loo  francs  placée  pendant  un  an. 

On  dit  que  l'intérêt  est  simple  lorsqu'il  est  proportionnel  à 
la  durée  du  placement. 

Les  problèmes  auxquels  donne  lieu  la  considération  des 
intérêts  simples  appartiennent  à  la  classe  de  ceux  que  nous 
venons  d'étudier,  et  ils  peuvent  tous  se  résoudre  par  une  règle 
générale  que  nous  ferons  connaître. 

Nous  commencerons  par  indiquer  la  manière  de  calculer 
l'intérêt  que  rapporte  un  capital  placé  à  un  taux  donné  pen- 
dant un  temps  donné. 

364-.  Problème  L  —  On  demande  l'intérêt  d'une  somme  de 
2340  francs  prêtée  pendant  7  mois  au  taux  de  4  pour  100 
par  an. 

Cet  énoncé  peut  être  remplacé  par  le  suivant  : 
100  francs  produisent  4  f'ancs  d'intérêt  en  12  mois;  combien 
2340  francs  produiront-ils  en  7  mois? 

L'intérêt  du  capital  étant  proportionnel  à  ce  capital,  au  taux 
convenu  et  à  la  durée  du  prêt,  la  solution  de  la  question  pro- 
posée est  contenue  dans  la  règle  du  n°  355.  On  trouve  ainsi 
que  l'intérêt  demandé  est  égal  à 

,       2.340        7    . 
4  X  — =^  X  —  francs, 
100        12 

c'est-à-dire  égal  à  54'^',Go. 
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Si  l'on  veut  résoudre  directement  la  question  proposée,  on 
raisonnera  comme  il  suit  : 

1°  Puisque  loo  francs  rapportent. ...     4     francs  en  12  mois, 

I  franc  rapportera —t- : 

100 

donc  2340  francs  rapporteront.  .   — ^  x  2840. 

2°  Puisque  2340  francs  rapportent  4  X  — ~  francs  en  12  mois, 
*^  100 

.,  ,        23io        I    , 

lis  rapporteront  4  X  — ^^  X  —  fr.  en  i  mois; 
100        12 

j        -1  /        2340       7   . 

donc  ils  rapporteront  4  X  — ^^—  X  -^  fr.  en  7  mois. 

100        12  ' 

363.  Formule  générale  donnant  la  solution  de  toutes  les 
questions  relatives  aux  intérêts  simples.  —  Nous  allons  re- 
prendre le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  en  repré- 
sentant par  des  lettres  les  quantités  qui  figurent  dans  la  ques- 
tion (*). 

Soient  donc  a  le  nombre  de  francs  qui  composent  le  capital 
donné,  /  le  nombre  entier  ou  fractionnaire  d'années  qui  ex- 
prime la  durée  du  prêt,  r  le  taux  de  l'intérêt,  enfin  /  l'intérêt 
du  capital  a. 

Si  l'on  veut  calculer  l'intérêt  /  en  supposant  connues  les 
quantités  a,  r  et  t,  on  dira  : 

1°  Puisque  100  francs  rapportent.. .     r    francs  en  i  an, 

I  franc  rapportera.. . .  francs  en  i  an: 

'  "^  100 

r 

donc  a  francs  rapporteront Xw francs  en  i  an; 

'  '^  100 

r  a  "5^  r 

l'intérêt  de  a  francs  en  i  an  est  donc x«ou 

100  100 


(*)  La  solution  que  nous  présentons  ici  est  une  sorte  de  préparation  à  l'é- 
tude de  l'Algèbre.  L'emploi  des  lettres  ne  doit  être  introduit  dans  les  éléments 
d'Arithmétique  qu'avee  une  grande  réserve,  et  nous  n'y  avons  eu  recours  jus- 
qu'ici que  dans  de  rares  circonstances  où  il  nous  a  paru  utile  pour  la  clarté 
des  explications. 

S.  et  de  C.  —  Arithm.  16 
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2°  Puisque  a  francs  rapportent francs  en  i  an, 

^  lOO 

(i  X  /' 
ils  rapporteront X  t  francs  en  t  ans; 

fi  ^x^  r               rt  X!  r  ^^  t 
l'intérêt  demandé  est  donc  x^ou — Ainsi  l'on  a 

I oo  I oo 

i)  1= 

lOO 

Cette  égalité  est  ce  que  l'on  nomme  en  Algèbre  une  for- 
mule; elle  donne  immédiatement  la  solution  de  toutes  les 
questions  relatives  aux  intérêts  simples.  Par  exemple,  pour 
avoir  la  solution  du  problème  du  n°  364,  il  suffira  de  rempla- 

n 

cer,  dans  notre  formule,  a  par  2340,  r  par  4  et  /  par  -^• 

On  tire  de  la  formule  (i) 

i  X  100  =  a  X  /'X  f  ; 

si  l'on  divise  de  part  et  d'autre,  d'abord  par  «  X  ^  puis  par 
A'X  /,  puis  par  a  X  /',  on  obtient 

/  X 1 00 

(2)  r  = -» 

(3)  ^=7x7' 

(4)  t  =  i2^'. 

Les  formules  (2),  (3),  (4)  ne  sont  autre  chose  que  la  for- 
mule (i)  écrite  d'une  autre  manière.  Au  moyen  de  ces  quatre 
formules,  on  peut  calculer  l'une  quelconque  des  quantités 
a,  r,  t,  i,  quand  on  connaît  les  trois  autres. 

366.  Problème  II.  —  Une  somme  de  S'jBo  francs  a  rapporté 
']ig^^,i5  en  1  ans  et  6  mois.  On  demande  quel  est  le  taux  de 
l'intérêt. 


Ici  l'on  a 

n^=z?>']5o,     /==  7(9,25,     t 


6^_5 
12  ""  2 
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L'inconnue  /-sera  donnée  par  la  formule (2);  on  trouve  ainsi 

7iQ,25x  100       2877  ^ 

''=       5~=  "375  =7,672. 

3750  X-         ^7 

2 
Le  taux  demandé  est  de  7'^%672  pour  100. 

367.  Problème  IIL  —  Un  certain  capital  prêté  pendant  2  ans 
et  3  mois  au  taux  de  6  pour  100  par  an  a  produit  i3i2^%65 
d'intérêt.  On  demande  la  valeur  de  ce  capital. 

On  a 

i  =  i3i2,65,     /'=6,     /  =  2+— =  -7' 

12       4 

L'inconnue  a  sera  donnée  par  la  formule  (  3  )  ;  on  trouve  ainsi 

i3i2,65  X  100  „  „- 

a  = =  9723 ,33. 

6x2 

4 

Le  capital  demandé  est  9723'^'',33  à  i  centime  près. 

368.  Problème  IV.  —  Un  capital  de  480000  francs  prêté  pen- 
dant un  certain  temps,  au  taux  de  6  pour  100  par  an,  a  pro- 
duit un  intérêt  de  10^2.00  francs.  On  demande  la  durée  du  prêt. 

On  a 

a  =  480000,       i=103200,      r=:6. 

L'inconnue  t  sera  donnée  par  la  formule  (4).  On  trouve  ainsi 
io32oo  X  100 7  _ 

480000X6  12 

le  temps  demandé  est  donc  3  ans  et  7  mois. 

369.  On  peut  avoir  à  résoudre  des  questions  dans  lesquelles 
figure,  au  lieu  de  l'intérêt,  la  valeur  du  capital  placé  augmenté 
de  son  intérêt.  Nous  allons  en  donner  un  exemple. 

Problème.  —  Quel  capital  faut-il  placer  au  taux  de  5  pour 
100  par  an,  pendant  3  ans  et  9  mois,  pour  avoir  une  somme  de 
^Soo  francs,  intérêt  et  capital  réunis P 

La  question  proposée  n'est  pas  du  genre  de  celles  qui  dé- 
pendent immédiatement  de  la  règle  de  trois,  mais  on  peut  ce- 
pendant la  résoudre  très-aisément  par  le  moyen  de  cette  règle. 

Remarquons  d'abord  qu'un  capital  de  100  francs  placé  pen- 

16. 
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danl   3  ans   9  mois,   au   taux   5,    produit   un    inlérèl   égal    à 

5x  n  -h  — j  francs,  c'esl-à-dire  égal  à  18^% 75;  le  capital  et 

son  intérêt  donnent  donc  alors  une  somme  de  1 1  S'"'", 7 5.  D'après 
cela,  la  question  proposée  se  trouve  ramenée  à  la  suivante  : 

Sachant  qu'il  faut  placer  100  francs  à  un  certain  taux  et 
pendant  un  certain  temps  pour  avoir  ii8''",  76,  quelle  est  la 
somme  qu'il  faut  placer  au  même  taux  et  pendant  le  même 
temps  pour  avoir  /^Soo  francs  P 

Kéduiieà  ces  termes,  la  question  se  résout  immédiatement 

par  la  règle  du  n°  335,  et  l'on  trouve  que  le  capital  cherché  est 

.  4800  ,    ,   r         . 

100"^  X — 5 — =  ou  Aoi^'Sio  a  I  centime  près. 
110,75  * 

DE  L'ESCOMPTE  COMMERCIAL. 

370.  Quand  on  veut  hâter  l'époque  du  payement  d'une  somme 
d'argent,  on  subit  une  retenue  qui  porte  le  nom  d'escompte. 
Cette  retenue,  telle  qu'on  la  fait  dans  le  commerce,  est  l'inté- 
rêt de  la  somme  calculé  pendant  le  temps  qui  doit  s'écouler 
jusqu'à  son  payement;  les  questions  relatives  à  l'escompte 
ne  diffèrent  pas  alors  de  celles  qui  se  rapportent  aux  intérêts 
simples.  Seulement  les  billets  que  l'on  escompte  dans  le  com- 
merce sont  payables  après  un  temps  généralement  assez  court, 
et  ce  temps  s'exprime  en  jours;  pour  plus  de  simplicité,  on  sup- 
pose l'année  composée  de  3Go  jours  seulement;  mais,  confor- 
mément à  la  loi,  chaque  mois  conserve  le  nombre  de  jours  que 
lui  assigne  le  calendrier  grégorien.  L'opération  de  l'escompte 
s'exécute  alors  comme  nous  allons  l'expliquer  sur  un  exemple. 

Problème.  —  Un  billet  de  750  francs  est  payable  le  10  dé- 
cembre 1875;  quel  sera  l'escompte,  si  l'on  veut  être  payé  le 
24  septembre,  le  taux  de  l'escompte  étant  6? 

I'  y  ^  77  jours  du  24  septembre  au  10  décembre,  et  l'in- 

'"7 
lérêt  du  capital  750  francs  au  taux  6  pendant  :^  d'année 

750x6x77  ^  6  750X77 

est ~-^  ou  75ox  77  X  -^. ou  ^-=z-. — ~  >  ou  encore 

1 00  X  JDO  '  '        oboGO  00000 

6 

750  X  77  fr  r  /^ 

■^—T-. '—  ou  qf%Di5. 

6000  -^ 
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De  là  on  lire  celte  règle  praiique  : 

Pour  calculer  l'escompte  d'un  billet,  au  taux  6,  on  multi- 
plie la  somme  inscrite  sur  te  billet  par  le  nombre  de  jours  qui 
restent  à  courir,  et  l'on  divise  le  produit  par  6000. 

Ce  nombre  6000  esl  nommé  le  diviseur;  il  est  égal  au  quo- 
tient de  la  division  de  36ooo  par  le  taux  de  l'escompte.  Si  le 
taux  de  l'escompte  est  i,  2,  3,  4?  5>  le  diviseur  est  égal  à 
36000,  18000,  12000,  9000,  7200. 

371.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  l'escompte  com- 
mercial par  la  solution  d'une  question  qui  se  présente  assez 
fréquemment. 

Pkoblèîie.  —  Un  négociant  a  souscrit  trois  billets,  le  premier 
de  0.100  francs  payable  le  10  avril,  le  deuxième  de  0.^00  francs 
payable  le  12  mai,  le  troisième  de  1800  francs  payable  le 
3i  mai.  Il  demande  à  remplacer  ces  trois  billets  par  un  seul 
billet  de  (2100  +  2400  H-  1800)  francs  ou  de  63oo  francs,  et 
l'on  veut  connaître  le  jour  de  l'échéance  de  ce  billet  unique. 

On  détermine  l'échéance  du  billei  unique  de  63oo  francs  par 
la  condition  que  l'escompte  de  ce  billet  relatif  à  une  époque 
antérieure  arbitraire  soit  égal  à  la  somme  des  escomptes  des 
trois  billets  primitifs.  Supposons  que  le  taux  de  l'escompte 
soit  6,  et  choisissons  le  3i  mars  pour  l'époque  arbitraire  dont 
nous  venons  de  parler.  La  somme  des  escomptes  des  trois  bil- 
lets, s'ils  étaient  payés  le  3i  mars,  serait 

2100  X  20  -4-  2400  X  4^  +  1800  X  61 
Gooo 

et  ce  résultat  doit  être  égal  à  l'escompte  du  billet  unique,  c'esi- 

<  j-       '1  j   •    j    63oo  u      j    •  •    >  ' 

a-dire  égal  au  produit  de  7^ par  le  nombre  de  jours  qui  s  e- 

'  booo 

coulent  depuis  le  3i   mars  jusqu'à  l'échéance  cherchée.  Ce 

nombre  de  jours  sera  donc  égal  au  quotient  des  nombres 

2 1 00  X  20  -I-  2400  X  42  +  1 800  X  6 1              63oo 
1 z et     _- , 

6000  6000 

c'est-à-dire  égal  à 

2100  X  20  H-  2400  X  42  H-  1800  X  6f  ,       2526 

^^. — ou  a      -7^- 

faioo  o3 
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La  partie  entière  contenue  dans  celle  fraction  est  4°  ;  par  con- 
séquent, l'échéance  du  billet  doit  avoir  lieu  4°  jours  après  le 
3i  mars,  c'est-à-dire  le  lo  mai. 

Il  est  évident  que  le  résultat  auquel  on  arrive  en  suivant 
cette  marche  est  indépendant  du  taux  de  l'escompte  ;  il  ne  dé- 
pend pas  non  plus  de  l'époque  arbitraire  par  rapport  à  laquelle 
on  calcule  l'escompte  des  billets;  car  si,  dans  notre  exemple, 
on  substitue  au  3i  mars  une  époque  antérieure  ou  postérieure 
quelconque,  les  nombres  20,  4^  et  61  qui  figurent  dans  nos 
calculs  seront  diminués  ou  augmentés  d'un  même  nombre,  ce 
qui  produira  exactement  la  même  diminution  ou  augmenta- 
lion  dans  la  valeur  du  nombre  de  jours  cherché.  Dans  la  pra- 
tique, on  calcule  les  escomptes  à  partir  du  jour  de  l'échéance 
du  billet  qui  doit  être  payé  le  premier. 

DES  RENTES  SUR  L'ÉTAT. 

372.  La  dette  inscrite  du  Trésor  public  résulte  d'emprunts 
faits  par  le  Gouvernement,  qui  reçoit  les  versements  des  pré- 
teurs à  des  conditions  habituellement  fixées  par  une  adjudi- 
cation publique,  avec  la  clause  expresse  de  n'acquitter  que 
l'intérêt  annuel  de  ces  capitaux  et  de  ne  contracter  aucun  en- 
gagement formel  pour  leur  remboursement.  Les  intérêts  des 
capitaux  ainsi  empruntés  portent  le  nom  de  rentes  sur  l'Etat. 

Ces  rentes  sont  actuellement  de  trois  espèces  :  le  cinq  pour 
cent,  le  quatre  et  demi  pour  cent  et  le  trois  pour  cent;  de  sorte 
que  5  francs  de  rente  de  la  première  espèce,  4'^S5o  de  rente  de 
la  deuxième  espèce  et  3  francs  de  rente  de  la  troisième  espèce 
représentent  le  même  capital  nominal  de  100  francs.  Ces  di- 
verses rentes  sont  toutes  négociables  d'après  le  mode  adopté 
par  la  loi;  leur  prix  varie  suivant  les  circonstances,  et  il  con- 
stitue ce  qu'on  nomme  le  cours  de  la  rente.  On  dit  que  la 
rente  est  ««prt/r  lorsqu'elle  est  au  cours  de  100  francs;  le  rem- 
boursement par  l'État,  s'il  a  lieu,  doit  être  fait  au  pair. 

Les  principales  questions  relatives  aux  rentes  sur  l'Etal 
peuvent  se  résoudre  par  la  règle  de  trois. 

373.  Problème  i.  —  J  quel  taux  place-t-on  son  argent,  quand 
o?i  achète  de  la  rente  3  pour  100  au  cours  de  68"^%  ■■5? 

Il  s'agit  de  trouver  l'intérêt  de  100  francs,  sachant  que  68f'',75 
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rapporieni  3  francs;  le  taux  demandé  est  donc  (355) -p^^; — ~~ 

00,75 

ou  4>36  à  I  cenlime  près.  On  voit  que  : 

Pour  connaître  le  taux  de  l'intérêt  de  l'argent  placé  en 
rentes  sur  l'État  à  un  cours  donné,  il  suffit  de  multiplier 
par  100  l'intérêt  nominal  de  la  rente  et  de  diviser  le  résultat 
par  le  cours. 

374-.  Problème  II.  —  Quelle  somme  faut-il  employer  pour 
acheter  3000  francs  de  rente  4  €t  demi  pour  100  au  cours  de 
9|fS25? 

Il  s'agit  de  trouver  la  somme  qui  produit  2000  francs  d'in- 
térêt, sachant  que  gi^^aS  rapportent  4*^% 5o;  celte  somme  sera 

j  /o6?t.^     '       I       '     2000Xqi,25    „  .       .    '     j.  '       ,       > 

donc  (355)  égale  a .        francs,  c  est-a-dire  égale  a 

4o555^'",55à  I  centime  près.  On  voit  que  : 

Pour  connaître  la  valeur,  à  un  moment  donné,  du  capital 
d'une  rente  sur  l'Etat,  il  suffit  de  multiplier  le  chiffre  de 
cette  rente  par  le  cours  et  de  diviser  le  résultai  par  l'intérêt 
nominal. 

375.  Problème  III.  —  Quelle  est  la  rente  3  pour  100  que 
l'on  peut  acheter  au  cours  de  ôg^"",  25  avec  une  somme  de 
100000  francs? 

Il  s'agit  de  trouver  ce  que  rapportent  100000  francs,  sachant 
que  Gg*^"",  25  rapportent  3  francs.  La  rente  demandée  sera  donc 

-OMMN     3X     lOOOOO      -  /OO      fr  O      '  •  -  ^ 

(do5)  — 7T ^ —  francs   ou   4332'%  i3  a  i  centmie  près.  On 

voit  que  : 

Pour  connaître  la  rente  qu'on  peut  acheter  avec  un  capital 
donné  à  un  cours  donné,  il  suffit  de  multiplier  le  capital  donné 
par  l'intérêt  nominal  de  la  rente  et  de  diviser  le  résultat  par 
te  cours. 

PARTAGES  PROPORTIONNELS.  -  RÈGLES  DE  SOCIÉTÉ. 

376.  Problème. —  Partager  une  somme  en  parties  propor- 
tionnelles à  des  nombres  donnés,  c'est-à-dire  en  parties  telles, 
que  leurs  rapports  aux  nombres  donnés  soient  égaux  entre  eux. 

Supposons  qu'on  demande  de  partager  255  en  parties  pro- 
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porlionnelles  aux  nombres  3,  5,  7;  la  somme  des  nombres 
donnés  3,  5,  7  élani  i5,  il  suffit  évidemment  pour  résoudre 
la  question  de  diviser  255  en  quinze  parties  égales  ei  de  pren- 
dre successivement  3,  5,  7  de  ces  parties;  les  nombres  formés 
de  cette  manière  sont 

255       -         _        255    ^_         _^      255 
—77-  X  3  ou  5i,     —p-  X  5  ou  8d,     — -  x  7   ou  iiq; 
i5  i5  i5        '  ^ 

on  voit  que  la  somme  de  ces  trois  nombres  est  bien  égale 
à  255.  et  que  l'on  obtient  des  résultats  égaux  en  les  divisant 
respectivement  par  3,  5  et  7.  Il  résulte  de  là  que: 

Pour  partager  une  somme  en  parties  proportionnelles  à  des 
nombres  donnés,  il  faut  multiplier  cette  somme  par  les  rap- 
ports que  l'on  obtient  en  divisant  chacun  des  nombres  donnés 
par  la  somme  de  ces  nombres. 

Celte  règle  subsiste  si  les  nombres  donnés  sont  fraction- 
naires. En  effet,  on  peut  toujours  réduire  ces  nombres  au 
même  dénominateur;  supposons  donc  qu'il  s'agisse  de  divi-. 

3   5'- 
ser  255  en  parties  proportionnelles  aux  nombres -5 -1  ^-  Il  est 

o    8    o 

évident  qu'on  peut  substituer  à  ces  nombres  des  nombres  8  fois 
plus  grands,  et  la  question  est  ramenée  en  conséquence  à  par- 
tager 255  en  parties  proportionnelles  à  3,  5,  7 .  D'après  ce  qu'on 
vient  de  voir,  les  parties  demandées  s'obtiennent  en  multipliant 

r-           ,                               357 
25d   par   les  rapports  7; p ? z ? z ?   et 

^  ^^  3-4-5  +  7     3  +  o-r7     3-r-o-h7 

ces  rapports  sont  respectivement  égaux  (328)  à 


3 

"8 

5 

S 

7 
8 

3 
8  ^ 

-I^È 

3        5        "' 
8  +  8-^é 

3        5        7 

8  "^8  "^  8 

377.  Lorsque  plusieurs  personnes  forment  une  société,  les 
bénéfices  se  partagent,  en  général,  proportionnellement  à  la 
mise  de  chacune  d'elles.  Le  calcul  des  parts  des  divers  associés 
se  ramène  alors  à  la  question  du  numéro  précédent. 

Il  arrive  souvent  que  les  droits  des  associés  dépendent  à  la 
fois  des  mises  et  des  temps  pendant  lesquels  ces  mises  ont  été 
placées.  On  convient  alors,  en  général,  de  regarder  le  bénéfice 
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de  chacun  comme  proportionnel  au  produit  obtenu  en  multi- 
pliant la  mise  par  la  durée  du  placement,  et  l'on  opère  comme 
si  ces  produits  représentaient  les  mises  elles-mêmes. 

Exemple.  —  Quatre  associés  ont  placé  respectivement,  dans 
une  entreprise,  8000  francs  pendant  4  ans,  5ooo  francs  pendant 
3  ans,  12000  francs  pendant  i  an  et  20000  francs  pendant  6  mois 

I 
ou  -  année. 
2 

On  fera  le  partage  comme  si  les  mises  étaient  8000  x  4  ou 

32000;  5ooo  X  3  ou  i5ooo;  1 2000X1  ou  12000  et  20000  X - 

2 

ou  lOOOO. 

QUESTIONS  RELATIVES  AUX  ALLIAGES. 

378.  Problème  1.  —  On  a  deux  Uno^ots  d'argent,  le  premier 
au  titre  de  o  .gSo,  pesant  6  kilogrammes,  le  second  au  titre  de 
0,780,  pesant  2  kilogrammes.  On  demande  quel  est  le  titre  de 
l'alliage  obtenu  en  fondant  ensemble  ces  deux  lingots. 

Chaque  kilogramme  du  premier  lingot  renferme  o'^^jgSo 
d'argent  pur,  et  chaque  kilogramme  du  second  en  renferme 
o''^78o;  la  quantité  d'argent  pur  de  l'alliage  résultant  de  la 
fusion  sera  donc 

6  X  0,950  +  2  X  0,780)  kilogrammes; 

d'ailleurs  le  poids  de  cet  alliage  est  de  6  +  2  kilogrammes  ;  le 

j           j'/o<jx      .1        6x  o,q5o -1-2X  0,780  ^ 

titre  demande  (311)  est  donc ^— ^ —  ou  0,0075. 

En  général,  pour  avoir  le  titre  de  l'alliage  résultant  de  la 
fonte  de  plusieurs  lingots,  on  multiplie  le  poids  de  chaque 
lingot  par  son  titre,  et  l'on  divise  la  somme  des  produits  par 
le  poids  total  de  l'alliage. 

379.  Problème  II.  —  On  a  deux  lingots  d'argent,  le  pre- 
mier au  titre  de  0,885,  le  second  au  titre  de  0,950.  Quelle 
quantité  doit-on  prendre  de  chacun  d'eux  pour  avoir  i  kilo- 
gramme d'argent  au  titre  de  o,goo? 

Chaque  gramme  du  premier  lingotau  titre  de  o,8S5  contient 
o^^oiS  d'argent  de  moins  qu'il  ne  faudrait  pour  que  le  litre 
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fùl  à  0,900;  au  contraire,  chaque  gramme  du  second  lingot, 
au  titre  de  0,9^0,  contient  o'^oSo  d'argent  de  plus  qu'il  ne  fau- 
drait pour  que  le  titre  fûtà  0,900;  11  y  aura  donc  compensation, 
si  l'on  prend  o^^odo  du  premier  lingot  et  o^%oi5  du  second, 
ou,  plus  généralement,  si  l'on  prend  de  chaque  lingotdesquan- 
tités  dont  le  rapport  soit  égal  au  rapport  de  o,o5o  à  o,oi5. 
Mais  le  poids  de  l'alliage  demandé  doit  être  i  kilogramme;  on 
est  donc  ramené  à  partager  i  kilogramme  en  parties  propor- 
tionnelles aux  nombres  o,o5o  et  o,oi5,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  en  parties  proportionnelles  aux  nombres  10  et  3.  On 

trouve  ainsi  (376)  qu'il  faut  prendre -^  de  kilogramme  du  pre- 

3 
mier  lingot  et  -^  de  kilogramme  du  second. 

380.  Problème  III.  —  Un  lingot  résultant  d'un  alliage  d'or 
et  d'argent  pèse  102  grammes  dans  le  vide  et  955'",  7  dans  l'eau. 
On  demande  le  poids  de  l'or  et  celai  de  l'argent,  sachant  : 
1°  qu'un  corps  plongé  dans  l'eau  perd  une  partie  de  so?i  poids 
égale  au  poids  du  volume  d'eau  qu'il  déplace;  2."  que  les  1  ap- 
ports des  poids  de  deux  volumes  égaux  d'or  et  d'argent  à  un 
pareil  volume  d'eau  sont  respectivement  19,26  et  10,47. 

Ce  problème  peut  se  ramener  au  précédent.  En  efifet,  le  lin- 
got de  102  grammes  dont  il  est  question  ne  pèse  plus  que 
qS^"", 7  quand  on  le  plonge  dans  l'eau,  et  en  conséquence  il 
éprouve  une  perle  de  ô^SS;  d'un  autre  côté,  ce  lingot  résulte 
de  l'alliage  de  deux  autres,  et  ceux-ci  sont  tels  que  19^% 26  du 
premier  et  ioS'",47  ^u  second  éprouvent  une  perte  de  i  gramme 
quand  on  les  plonge  dans  l'eau.  Si  l'on  assimile  la  perte  de 
poids  qu'éprouvent  ces  trois  lingots  à  la  présence  d'un  métal 
fictif  qui  entrerait  dans  leur  composition,  on  pourra  dire  que 

j    6,3 

le  lingot  de  10?,  grammes  est  au  titre  de -,  relativement  au 

°  102 

métal  fictif,  et  qu'il  est  formé  par  l'alliage  de  deux  autres  lin- 

gots  dont  les  titres  sont  respectivement -r  et 7--  L  e- 

^  19,0b       10,47 

nonce  du  problème  proposé  peut  alors  être  remplacé  par  le 

suivant  : 

On  a  deux  lingots,  le  premier  au  titre  de  ■ 77 >  le  second 

o      '       r  19,2b 


PROBLEMES. 


au  titre  de j-'  Quelle  quantité  doit-on  prendre  de  chacun 

10,47  ^  ^ 

n     o 

d'eux  pour  former  un  alliage  de  102  grammes  au  litre  de  -^—1 


Appliquant  donc  ici  la  solution  du  problème  II  (379),  on 
prendra  la  différence  entre  le  titre  du  lingot  de  loa  grammes 
et  le  litre  de  chacun  des  deux  autres;  ces  différences  sont 

1  6,3  6,3  I 

et 


10,47       '^^  '°^-       19,26 

et,  pour  avoir  les  quantités  demandées  d'or  et  d'argent  conte- 
nues dans  le  lingot  de  102  grammes,  il  suffira  de  partager 
102  grammes  en  parties  proportionnelles  aux  différences  pré- 
cédentes; la  somme  de  ces  différences  est -, t^:  par 

10,47        '9>2" 

suite,  les  quantités  d'or  et  d'argent  qu'il  faut  trouver  sont  res- 
pectivement (376) 

I  6,3  6,3  I 

10, 4  7         102                                   lo?,         10,26 
102  X -^ et     102  X — —  • 


10,4;  19,26  JO,47  19526 

En  appliquant  les  règles  des  n°^  328  et  suivants,  le  premier 
des  deux  résultais  précédents  devient  successivement 

102  —  10,47X6,3 19,26x36,039 

19?      '^ 


19,26  —  10,47  8,79 

694 I ' î I I 4 

^  '  «79 


=  78,966. 


Ainsi  le  lingot  de  102  grammes  renferme  ']8^',<^66  d'or;  par 
conséquent,  il  renferme  1026'' —  78^'",966  ou  23^'', o34  d'argent. 

MÉTHODE  DES  HYPOTHÈSES  POUR  LA  SOLUTION 
DES  PROBLÈMES  D'ARITHMÉTIQUE. 

381.  Supposons  qu'un  problème  ait  pour  objet  la  détermi- 
nation d'un  nombre  inconnu,  par  la  condition  que  deux  nom- 
bres qui  en  dépendent  soient  égaux  entre  eux. 

On  parvient  souvent  à  résoudre  la  question  en  faisant  deux 
hypothèses  arbitraires  et  successives  sur  la  valeur  du  nombre 
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inconnu  et  en  examinnnl  les  valeurs  correspondanies  de  la 
difî('rcnce  des  deux  nombres  qui  devraient  être  égaux  d'après 
l'énoncé  du  problème.  Nous  allons  donner  deux  exemples  de 
celte  méthode. 

382.  1.  On  propose  de  payer  76  francs  avec  23  pièces,  les 
unes  de  5  francs  et  les  autres  de  -2.  francs. 

Le  nombre  qu'il  faut  déterminer  est  ici  le  nombre  des 
pièces  de  5  francs;  les  deux  nombres  qui  en  dépendent,  et  qui 
doivent  être  égaux  d'après  l'énoncé,  sont  76  d'une  part  et 
d'autre  part  la  valeur  des  28  pièces  employées. 

Supposons  d'abord  que  le  nombre  des  pièces  de  5  francs 
soit  4-  S'il  y  a  quatre  pièces  de  5  francs,  le  nombre  des  pièces 
de  2  francs  est  19,  et  la  valeur  des  28  pièces  est  4x  4  +  '9X2 
ou  58.  Le  nombre  4  ne  satisfait  donc  pas,  et  la  différence  des 
nombres  qui  devraient  être  égaux  entre  eux  est  76  —  58  ou  18. 

Supposons  ensuite  que  le  nombre  des  pièces  de  5  francs 
soit  7.  S'il  y  a  7  pièces  de  5  francs,  le  nombre  des  pièces  de 
2  francs  est  16  et  la  valeur  des  23  pièces  est  7X5-}-  16  X  2 
ou  67.  Le  nombre  7  ne  satisfait  donc  pas,  mais  la  différence 
des  deux  nombres  qui  devraient  être  égaux  entre  eux  est  seu- 
lement 76  —  67  ou  9. 

En  passant  de  la  première  hypothèse  à  la  seconde,  le  nombre 
des  pièces  de  5  francs  a  augmenté  de  3  unités,  la  différence 
des  nombres  qui  doivent  être  égaux  a  diminué  de  9  unités. 
On  en  conclut  que,  pour  diminuer  cette  différence  de  18  uni- 
lés,  c'est-à-dire  pour  la  rendre  nulle,  il  aurait  fallu  augmen- 
ter le  nombre  des  pièces  de  5  francs  du  nombre  dont  le  rap- 
port à  3  est  égal  au  rapport  de  18  à  9.  Le  nombre  en  question 
est  6;  par  conséquent  on  résout  le  problème  proposé  en  pre- 
nant 10  pièces  de  5  francs  et  i3  pièces  de  2  francs,  résultat 
facile  à  vérifier. 

383.  IL  Nous  prendrons  pour  second  exemple  le  problème 
qui  a  été  résolu  au  n°  380 

Nous  ferons  deux  hypothèses  successives  sur  la  valeur  du 
poids  de  l'or  contenu  dans  le  lingot  de  102  grammes. 

Supposons  d'abord  que  le  lingot  renferme  3x  19,26  ou 
57,78  grammes  d'or;  il  y  aura  alors  102  —  57,78  ou  44»22 
grammes  d'argent.  Le  lingot  étant  plongé  dans  l'eau,  il  perdra 
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3  grammes  de  son  poids  par  le  fait  de  l'or  qu'il  renferme,  et 

44,22 


o>47 


grammes  par  le  fait  de  l'argent.  La  perte  totale  sera  donc 


44     22 

3  -+-        ,   -,  elle  est  trop  grande,  car  sa  vraie  valeur  est  de6e'',3. 
10,47' 

La  différence  des  deux  nombres  qui  devraient  être  égaux  est 

..  44^22  9^6,9 

donc  ICI  ^^-^ 3,3  ou  - — 7-^  • 

10,47  1047 

Supposons  en  second  lieu  que  le  lingot  renferme  4  X  iQjSÔ 
ou  77,04  grammes  d'or;  il  y  aura  102 — 77,04  ou  24,96  gram- 
mes d'argent.  La  perle  de  poids  due  à  l'or  sera  de  4  grammes, 

celle  due  a  1  argent  sera  de        •.  ■  grammes  et  !a  perte  totale 

10,47° 

sera  4  +        ,   \  elle  est  encore  supérieure  à 6,3  et  la  différence 
10,47' 

24,96  87,9 

esi-^ 2,3ou-V-- 

10,47  Ï047 

En  passant  de  la  première  hypothèse  à  la  seconde,  le  poids 

de  l'or  a  augmenté  de  i95'",26,  et  la  différence  des  nombres 

j.    •      '  j    966,0—  87,9         , 

qui  devraient  être  égaux  a  diminue  de  • '-^—, — —^  ou  de 

^  °  1047 

— '-—•  On  en  conclut  que,  pour  diminuer  cette  différence  de 
1047 

2 — 7^5  c'est-à-dire  pour  la  rendre  nulle,  il  aurait  fallu  aug- 
1047 

monter  le  poids  de  l'or  du  nombre  de  grammes  dont  le  rap- 

^  ,     ,  ,     966,9  ,    879 

port  a  19,26  est  égal  au  rapport  de  ^     .  "■  a  — -,-  '  ^^'  ce  qui 

revient  au  même,  égal  au  rapport  de  966,9  à  879.  Le  poids  de 

..       ,  .  -  ,  r-      D       966,9 X  19,26 

lor  demande  est  donc  57,78  +  ^ ^- 2 grammes  ou 

57  ,78  +  21 ,  186  grammes,  ou  enfin  78«'",966.  C'est  le  résultat 
que  nous  avons  déjà  obtenu  au  n°  380. 

384.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  connue 
sous  le  nom  de  méthode  de  fausse  position;  on  voit  qu'elle 
ne  conduit  en  général  à  un  résultat  rigoureusement  exact  que 
si  les  variations  du  nombre  inconnu  sont  proportionnelles  aux 
variations  de  la  différence  des  nombres  dont  l'égalité  est  la 
condition  du  problème.  II  ne  faut  pas  croire  cependant  que 
la  méthode  de  fausse  position  soit  nécessairement  restreinte 
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au  seul  cas  dont  nous  venons  de  parler;  elle  peut  être  appli- 
quée avec  avantage  comme  mélliode  d'approximation  dans  un 
Irès-grand  nombre  de  questions.  Lorsque,  en  effet,  les  deux 
hypothèses  successives  que  l'on  aura  faites  sur  la  valeur  du 
nombre  demandé  ne  s'écarteront  pas  beaucoup  de  la  valeur 
réelle,  la  méthode  de  fausse  position  donnera  en  général  une 
valeur  plus  approchée,  et  en  poursuivant,  s'il  est  nécessaire, 
l'application  de  la  même  méthode,  on  pourra  calculer  le 
nombre  inconnu  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on 
le  voudra;  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'entrer  à  ce  sujet  dans 
des  détails  qui  sont  essentiellement  du  ressort  de  l'Algèbre. 


CALCUL  DES  RADICAUX.  2 '5 


APPENDICE. 


CALCUL  DES   RADICAUX. 


DES  RACINES  EN  GÉNÉRAL 

38o.  Comme  nous  Favons  déjà  dit  au  n"  271 ,  la  racine  m''""  d'un 
nombre  N  est  le  nombre  qu'il  faut  élever  à  la  m"'""  puissance  pour  repro- 
duire N. 

Pour  indiquer  la  racine  m''"''  d'un  nombre,  on  écrit  ce  nombre  sous  le 
signe  'v^  ,  en  plaçant  dans  l'ouverture  du  radical  le  nombre  m,  qu'on  ap- 
pelle indice  ou  degré  de  la  racine. 

Ainsi,  v/8  représente  la  racine  septième  de  8. 

386.  Un  nombre  entier  qui  n'est  pas  la  puissance  n/'"-'  d'un  nombre 
entier  n'est  pas  non  plus  la  puissance  m"""  d'une  fraction  ;  sa  racine 
m'""'  est  alors  un  nombre  incommensurable.  Il  en  est  de  même  de  la  ra- 
cine m''"'  d'une  fraction  irréductible,  dont  les  termes  ne  sont  pas  les 
puissances  ni''"'"  de  deux  nombres  entiers  (230).  Les  considérations  dont 
nous  avons  fait  usage  (2oi  ),  pour  définir  d'une  manière  précise  la  racine 
carrée  d'un  nombre  qui  n'est  pas  carré  parfait,  s'étendent  d'elles-mêmes 
aux  racines  de  degré  quelconque. 

CALCUL  DES  RADICAUX  DE  MÊME  INDICE. 

387.  On  emploie  le  mot  radical,  non-seulement  pour  désigner  le  signe  v'  , 
qui  sert  à  représenter  une  racine,  mais  encore  pour  désigner  c.'''te  racine 
elle-même. 

388.  I.  Le  produit  de  plusieurs  radicniuc  du  m'""  degré  est  égal  à  la 
racine  w"""'  du  produit  des  nombres  placés  sous  ces  radicaux. 

Il  faut  prouver  qu'on  a 

7â  7^  77-  =  7^ 
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Pour  cela,  il  suffit  de  se  rappeler  que  les  règles  du  calrul  des  nombre- 
comniensurablcs  sont  immédiatement ;ipplicables  aux  nombres  incommen- 
surables (228);  par  conséquent,  pour  élever  un  produit  à  une  puissance, 
il  faut  élever  chaque  facteur  à  cette  puissance.  Le  premier  membre  de 
l'égalité  précédente  élevé  à  la  m'"'"  puissance  est  donc  égal  à  abc,  et  re- 
présente  par  suite'yc/^c. 

La  môme  égalité  démontre,  inversement,  que  In  racine  m"""  d'un  pro- 
duit est  égale  au  produit  des  racines  m""'"  de  ses  jacteurs. 

D'après  ce  qui  précède,  b  étant  égal  à  '^i",  on  peut  écrire 

/     "1/  771/  /  ,„     777/  777/       /m 

b   S/a  =  \/b'"    \ja  =  \jaljf  . 

Opérer  ainsi,  c'est /«/>e  entrer  le  facteur  b  suus  le  radical.  De  même,  si 
l'on  remplace  "{Uib"'  par  b"lja,  on  fait  sortir  le  facteur  b  du  radical. 

On  voit  que,  pour  faire  entrer  un  facteur  sous  un  radical  ou  pour  l'en 
faire  sortir,  il  faut  l'élever  à  une  puissance  marquée  par  l'indice  du  radi- 
cal ou  en  extraire  une  racine  marquée  par  le  même  indice. 

389.  II.  Le  quotient  de  deux  radicaux  du  m""""  degré  est  égal  à  la  ra- 
cine m"""  du  quotient  des  nombres  placés  sous  ces  radicaux. 

En  effet,  de  a  =  j  >cb  on  peut  déduire  (388) 

„,—  m  /a   mif  . 

d'où,  en  divisant  par  "l[b ^ 

""fb     V  ^ 

La  même  égalité  démontre,  inversement,  que  la  racine  m'"""  cV  une  frac- 
tion est  égale  au  quotient  des  racines  m""'"  de  ses  deux  termes. 

300.  III.  Pour  éh  ver  un  radical  à  une  puissance,  il  suffit  d'élever  à 
cette  puissance  le  nombre  placé  sous  le  radical. 

Soit  à  élever  "\/a  à  la  puissance  p.  Il  faut  prendre  ce  radical  p  fois 
comme  facteur.  En  appliquant  le  théorème  du  ii°  388,  on  a  donc 

391.  IV.  Pour  extraire  la  racine  n'^'""  d'un  radie ul,  il  suffit  de  multi- 
plier par  n  l'indice  du  radical. 
Il  faut  prouver  qu'on  a 

"i  77j/~  mni~ 

V  y'rt  =      y'a. 

Pour  cela,  il  suffit  de  se  rappeler  que,  pour  élever  un  nombre  à  la  pui.s- 
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sance  «?/?,  on  peul  commencer  par  l'élever  à  la  puissance  w,  puis  le  ré- 
sultat obtenu  à  la  puissance  /?,  ou  inversement  (74). 

Or,  si  l'on  élève  le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  à  la  puis- 
sance n,  on  obtient  (/c?,  et,  si  l'on  élève  ce  résultat  à  la  puissance  /»,  on 
obtient  a.  Ce  premier  membre  représente  donc  bien  '"^rt. 

11  suit  de  ce  théorème  que,  pour  extraire  cVun  nombre  une  racine  dont 
Vinclice  est  le  produit  de  jjlusicurs  fdcteurs,  on  peut  extraire  de  ce  nombre 
une  racine  marquée  par  le  premier  facteur,  puis  du  résultat  obtenu  une 
racine  marquée  par  le  second  facteur,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  épuisé  les  facteurs  de  F  indice  pri  natif. 

On  aura,  par  exemple, 

TRANSFORMATION  ET  SIMPLIFICATION  DES  RADICAUX. 

392.  V.  Un  radical  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  nndtiplie  son 
indice  par  un  nombre  n  et  qu'on  élève  en  même  temps  a  la  n"""  puis- 
sance le  nombre  placé  sous  le  radical. 

11  faut  prouver  que  _ 

nii~         inn.    Il 

\ja  =     yVr. 
Or,  d'après  le  théorème  du  n°  39J ,  on  a 

^a"  =    V  V'''     =     V'''' 

La  même  égalité  démontre,  inversement,  qu'a/z  radical  ne  change  pas 
de  valeur  lorsqu^on  divise  l'indice  par  un  de  ses  facteurs  n  et  qu'on  ex- 
trait en  même  temps  la  racine  ji"^""  du  nombre  (jui  est  plcwé  sous  le  ra- 
dical. 

On  peut  ainsi  simplifier  un  radical,  dans  le  cas  où  le  nombre  qu'il  re- 
couvre est  une  puissance  dont  l'exposant  divise  l'indice  du  radical. 

Soit,  par  exemple,  y/aj.  Le  nombre  27  est  le  cube  de  3  et  l'indice  G 
est  égal  à  3  X  2.  On  a  donc 

S/-27  =  v/3. 

CALCUL  DES  RADICAUX  D'INDICES  DIFFÉRENTS. 

393.  Le  théorème  précédent  permet  de  réduire  plusieurs  l'adicaux  d'in- 
dices quelconques  au  même  indice. 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux 

V^,     ^2,     V7- 

En  multipliant  l'indice  de  chaque  radical  par  le  produit  des  indices  des 
S.  et  de  C.  —  Arilhm.  '7 
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autres  radicaux  et  en  élevant  le  nombre  placé  sous  le  radical  considéré 

à  In  puissance  marquée  par  ce  produit,  on  réduit  les  radicaux  proposés 

au  mente  indice  sans  changer  leurs  valeurs. 

On  obtient  ainsi 

so,^       30,-7-,       30,-5 

Lorsque  les  indices  des  radicaux  proposés  présentent  des  facteurs  com- 
muns, on  peut  réduire  ces  radicaux  à  un  plus  petit  indice  commun  égal 
au  plus  petit  commun  multiple  de  leurs  indices.  On  opère  alors  sur  les 
indices  des  radicaux  et  sur  les  exposants  des  nombres  placés  sous  ces  ra- 
dicaux, comme  on  opère  sur  les  dénominateurs  et  sur  les  numérateurs  des 
fractions  qu'on  veut  réduire  au  plus  petit  dénominateur  commun  (150). 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux 


V2,       v'5. 


Le  plus  petit  commun  multiple  des  indices  ou  le  plus  petit  indire  com- 
mun est  ici  égal  à  12,  et  ses  quotients  par  les  différents  indices  sont  4, 
3  et  I,  On  a  donc,  après  réduction, 

I  :  ■rr        1  2,—,        1  2,7 
V3S       s/2,       v5. 

39i.  Pour  multiplier  ou  diviser  des  radicaux  d'indices  différents,  on  Ic^ 
réduit  d'abord  au  même  indice,  et  l'on  applique  ensuite  les  règles  démon- 
trées aux  numéros  388  et  389. 

Soient,  par  exemple,  les  radicaux  v/3  et  ^2.  En  les  réduisant  au  même 
indice,  on  obtient  J/27  et  ^^4-  On  a  ensuite 


\''i  X  V  2  =  v^y  ^  V4  =  v^io8, 

v/3       V  27       .  -j/a?        6  ^-^f 
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DES  PROGRESSIONS  PAR  DIFFÉRENCE. 

395.  On  nomme  progression  par  différence  ou  arithmétique  une  suite 
de  termes  tels,  que  la  différence  de  chacun  d'eux  au  précédent  soit  con- 
stante. Celte  différence  constante  est  la  raison  de  la  progression. 

Les  nombres 

3,     5,     7,    9,     II,     i3,... 

forment  une  progression  par  différence  dont  la  raison  est  2.  Les  termes 
de  la  progression  allant  en  augmentant,  elle  est  dite  croissante.  On  peut 
écrire  les  mêmes  nombres  en  ordre  inverse,  et  l'on  obtient  alors  la  pro- 
gression décroissante 

...,i3,      II,     9,     7,     5,     3. 

RELATION  ENTRE  LE  NOMBRE  DE  TERMES  DE  LA  PROGRESSION, 
SES  TERMES  EXTRÊMES  ET  SA  RAISON. 

396.  Nous  représenterons  par 

a,     Z»,     r,     r/. .  .  .,     g,     li,     /,     / 

les  termes  de  la  progression  par  différence  considérée,  et  nous  désigne- 
rons par  r  sa  raison.  Nous  aurons  alors,  par  définition, 

b  =:  a  -^  r^     c  =  b  -h  r,     d  =  c  +-  r, .  . . 
ou 

b  ^  a  -i~  r,     c  =  a  -h  1  r,     d  =  a  +-  Zr^.  .  .  . 


Chaque  terme  est  donc  égal  au  premier,  plus  autant  de  fois  la  raison 
(jue  le  terme  proposé  a  de  termes  avant  lui . 

En  particulier,  si  n  est  le  nombre  des  termes  de  la  progression,  on  a, 
pour  le  dernier  terme  /, 

/  =  «-+-(«  —  I  )  /-. 

On  a  aussi,  par  définition, 

/  =  /  —  /•,     h  -—  /r  —  /•,     g  =^  h  —  r. . . . 
ou 

k  =  l  —  r,     h  =  l  —  nr,     g  ~  ^  —  3r. .  . . 

17. 


2Go  APPENDICE. 

Chaque  terme  est  donc  aiLssi  c<;al  au  dernier,  miins  autant  de  jais  In 
raison  que  le  ternie  proposé  a  de  ternies  après  lui. 
En  particulier,  on  a,  pour  le  premier  terme  a, 

a  —  l  —  [n  —  \)  r. 

397.  Dans  tnute  progression  par  différence,  la  somme  de  deux  termes 
placés  respectivement  à  égale  distance  des  extrêmes  est  égale  à  la  somme 
des  extrêmes. 

Soient  T  le  terme  qui  en  a  /?  avant  lui,  et  T'  le  terme  qui  en  a  p  après 
lui.  On  aura  à  la  fois  (396) 

T  =  «  -T-  pr    et     T'  =  /  —  pr, 
doù 

i^r=a^i. 

INSERTION  DE  MOYENS  PAR  DIFFÉRENCE  ENTRE  DEUX 
NOMBRES  DONNÉS. 

398.  Insérer  n  moyens  par  différence  entre  deux  nombres  donnés  a 
et  /,  c'est  former  une  progression  par  différence  dont  les  termes  extrêmes 
soient  <?  et  /  et  qui  soit  composée  de  «  -i-  2  termes  :  les  n  termes  inter- 
médiaires sont  les  moyens  demandés. 

Soit  r  la  raison  de  la  progression  inconnue.  Comme  il  doit  y  avoir 
//  -f-  I  termes  avant  le  dernier  /,  on  aura  (396),  en  supposant  />  a, 

d"où 

/  —  a  =  [n  -^  \)r, 

et  par  suite 

l  —  a 


La  raison  de  la  progression  cherchée  est  donc  égale  à  la  différence 
des  nombres  donnés  divisée  par  le  nombre  des  moyens  à  insérer  plus  1 . 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  d'insérer  11  moyens  par  différence 
entre  i3  et  i33,  on  a 

i33  —  i3  _  120  _ 

1 1  -H  I  ï'±  ' 

et  la  progression  qu'on  veut  former  est 

i3,     23,     33,     43,     53,     03,     73,     83,     93,     io3,     ii3,     laS,     i33. 

399.  Si  Von  in, ère  un  même  nombre  de  moyens  entre  chaque  terme 
dUine  progression  par  différence  et  le  suivant,  la  nouvelle  suite  obtenue 
est  une  progression  par  différence. 

Soit  la  progression  croissante 

a,     b,     e,     d,.  .  .,     g,     h      A,     /, 
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dont  la  raison  est  r,  et  supposons  qu'on  insère  n  moyens  par  aifférenre 
entre  chaque  terme  et  le  suivant.  On  formera  des  progressions  partielles 
dont  les  raisons  (398) 

h  —  a       c  —  b       (l  —  c  l  —  />• 

n  -\-  i        «-t-i        «H-i  rt-t-l 

sont  toutes  égales  à 


D'ailleurs,  le  dernier  terme  de  chaque  progression  partielle  est  le  pre- 
mier de  la  progression  suivante.  Toutes  ces  progressions  partielles  for- 
ment donc  une  même  progression  par  différence,  dont  la  raison  est  égale 
à  celle  de  la  progression  primitive  divisée  par  le  nombre  des  moyens 
insérés  plus  i. 

400.  Pour  insérer  entre  deux  nombres  donnés  un  nombre  de  moyens 
par  différence  égal  à  pp'  —  i ,  o/?  peut  insérer  d'abord  p  —  i  moyens 
entre  les  deux  nombres  donnés,  puis  p'  —  i  moyens  entre  chaque  terme 
de  la  progression  obtenue  et  le  suivant. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  insère  p  —  i  moyens  entre  les  nombres  a 
et  /  >  a.  La  raison  de  la  progression  obtenue  sera  (398) 

l  -a 


Si  l'on  insère  maintenant  p —  i  moyens  entre  chaque  terme  de  la  pro- 
gression obtenue  et  le  suivant,  on  obtiendra  une  nouvelle  progression  par 
différence  (399)  ayant  pour  raison 

l—a 


p  l —  n 

—      ,-  ou        7-' 

P  PP 

Or  cette  raison  est  précisément  celle  qu'on  aurait  trouvée  en  insérant 
directement  pp'  —  i  moyens  entre  «et  /. 

On  voit  en  même  temps  que  le  résultat  ne  change  pas  lorsqu'on  in- 
tervertit l'ordre  des  insertions,  c'est-à-dire  lorsqu'on  insère  d'abord 
p' —  I  moyens  entre  les  deux  nombres  a  et  /,  et  ensuite /j  —  i  moyens 
enire  chaque  terme  de  la  progression  obtenue  et  le  suivant. 

401.   On  généralise  facilement  le  théorème  précédent  en  remplaçant 

PP  —  '  P''''  PP  p" •  •  •  —  '  • 

En  particulier,  pour  insérer  entre  deux  nombres  donnés  un  nombre  de 
moyens  par  ditlérence  égal  à  2" — i,  on  peut  insérer  un  moyen  entre  les 
nombres  donnés,  puis  un  moyen  entre  chaque  terme  de  la  progression 
obtenue  et  le  suivant,  et  ain-i  de  suite  jusqu'à  ce  que  la  même  opération 
ait  été  répétée  n  fois. 
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SOMME  DES  TERMES  D'UNE  PROGRESSION  PAR  DIFFÉRENCE. 

402.  Soil  une  progression  par  différence  formée  des  n  ternaes 
a,  b,  c,  fl,...,     g,  h,  /•,  /. 
Si  S  est  ia  somme  de  tous  ces  termes,  on  a 

S  --  <7  -t-  ^  -t-  c  -f-  r/  -t- . . .  H-  g-  -I-  /t  -I-  /■  —  /, 
ou,  en  renversant  l'ordre  des  termes, 

S  =  /  -^  /•-!-/!  -h  ;;;-+-...  -r-  r/  ^-  c-  -f-  /^  -H  flf. 

Si  l'on  ajoute  les  deux  égalités  posées  membre  à  membre,  on  peut  écrire 

o.'è  =  [a^  l)^[b^  k]-^[c-^h)-\-...-^[h  +  c)^[k^b)-\-[l-^n). 

Chacune  des  n  parenthèses  du  second  membre  renferme  la  somme  des 
extrêmes  ou  la  somme  de  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes, 
laquelle  est  égale  à  la  première  (397).  On  a  donc 

aS  =  [a  -^  l)n 
ou 

1 

Ainsi  la  somme  des  termes  d'une  progression  par  différence  est  égale 
à  la  demi-somme  des  extrêmes  multipliée  par  le  nombre  des  termes. 

Cherchons,  par  exemple,  la  somme  des  n  premiers  nombres  entiers, 
c'est-à-dire  la  somme  des  termes  de  la  progression  par  difTérence 

1.2,  3,  4)  5,.  . . .     [n  —  i),  /?; 

on  a  immédiatement  pour  résultat 

n[n  -^  \] 
a 

Cherchons  encore  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs,  c'est-à-dire 
la  somme  des  termes  de  la  progression  par  différence 

I,  3,  5,  7,  9,...,     (2/2  —  1). 

On  a  pour  résultat 

(  I  -H  2  «  —  I  )  /; 


DES  PROGRESSIONS  PAR  QUOTIENT. 

403.  On  nox^xnQ progression  par  quotient  ou  géométrique  une  suite  de 
termes  tels,  que  le  quotient  de  chacun  d'eux  par  le  précédent  soit  con- 
stant. Ce  quotient  constant  est  la  raison  de  la  progression. 
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La  progression  Qsi  croissante  ou  décroissante,  suivant  que  la  raison  est 

plus  grande  ou  plus  petite  que  i. 

Les  nombres 

3,  6,   12,  24,  48,... 

forment  une  progression  par  quotient  croissante  dont  la  raison  est  2. 
Les  nombres 

-333        3 

■*)       ~'       7'       ô'       ~^  1  '  '  ' 
2        4        8        iC) 

forment  une  progression  par  quotient  décroissante  dont  la  raison  est  -• 

Il  résulte  de  la  définition  même  que  chaque  terme  d'une  progression 
par  quotient  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux  termes  qui  le  com- 
prennent. 


RELATION  ENTRE  LE  NOMBRE  DE  TERMES  DE  LA  PROGRESSION, 
SES  TERMES  EXTRÊMES  ET  SA  RAISON. 

404.  Nous  représenterons  par 

a,  b,  c,  f/,.  ..,     g,  h,  /,  / 

les  termes  de  la  progression  par  quotient  considérée,  et  nous  désignerons 
par  fj  sa  raison.  Nous  aurons  alors,  par  définition, 

b  ^  a.q,      c  ^^  b.q,      e/  =  c.r/. .  .  . 

OU 

b—a.q,     e  =  a.r/,     d  =  a .rj^ ,.  .  .; 

cliaque  terme  est  donc  égal  au  premier,  multiplié  par  une  puissance  de 
la  raison  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui  qu^on 
considère. 

En  particulier,  si  //  est  le  nombre  des  termes  de  la  progression,  on  a, 
pour  le  dernier  terme  /, 

l  =  a,q"-\ 

On  a  aussi,  par  définition, 

.      l        .       k  h 

q  q      ^     q 

ou 

<  liaque  terme  est  donc  aussi  égal  au  dernier  y  divisé  par  une  puissance  de 
la  raison  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui  siticent  celui  qu'on  con- 
sidère. 
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Eli  particulier,  on  a,  pour  le  preaiier  lenne  a, 

_     / 

403.  Dans  toute  progression  par  quotient^  le  produit  de  deux  termes    ' 
placés  respectivement  à  égale  distance  des  extrêmes  est  égal  au  produit 
des  extrêmes. 

Soient  T  le  terme  qui  en  a  p  avant  lui  et  T'  le  terme  qui  en  a  p  après 
lui.  On  aura  à  la  fois  (40i) 

'ï  =  a.ff     et     T'=-, 

qP 

d"où 

T.T'^  a.l. 

INSERTION  DE  MOYENS  PAR  QUOTIENT  ENTRE  DEUX  NOMBRES 

DONNÉS. 

■406.  Insérera  moyens  par  quotient  entre  deux  nombres  donnés  a  et  /, 
c'est  former  une  progression  par  quotient  dont  les  termes  extrêmes  soient 
«et  /et  qui  soit  composée  de  «  -h  2  termes  ;  les  n  termes  intermédiaires 
sont  les  moyens  demandés. 

Soit  <7  la  raison  de  la  progression  inconnue.  Comme  il  doit  y  avoir 
n  -+-  I  termes  avant  le  dernier  /,  on  aura  (404) 


d'où 


/  = 

^aq 

/ 

a 

=  <1 

et  par  suite 


\Ja 


La  raison  de  la  progression  chercliée  est  donc  égale  a  une  racine  du 
quotient  des  deux  nombres  donnés,  marquée  pur  le  nombre  des  moyens  à 
insérer  plus  i . 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  d'insérer  deux  moyens  par  quotient  entre 
5  et  G25,  on  a 


3  /6'25 


'\J  11^  =  5, 


et  la  progression  qu'on  veut  former  est 

5,  25,  l'iô,  625. 

407.  Si  l'on  insère  un  même  nombre  de  moyens  entre  chaque  terme 
d'une  progression  par  quotient  et  le  suivant,  la  nouvelle  suite  obtenue  est 
une  progression  par  quotient. 
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Soit  la  progression 

(7,  b,  c,  <■/,...,     ,^,  //,  /',  L 

dont  la  raison  est  7,  et  supposons  qu'on  insère  //  moyens  par  quotient 
entre  chaque  terme  et  le  suivant.  On  formera  des  progressions  parlielles 
dont  les  raisons  (406) 


n+\/b  n+i/c  n+l/d  ii+l  / 1 


sont  toutes  égales  à 


v^. 


D'ailleurs  le  dernier  terme  de  chaque  progression  partielle  est  le  premier 
delà  progression  suivante.  Toutes  ces  progressions  partielles  forment  donc 
une  même  progression  par  quotient,  dont  la  raison  est  égale  à  une  racine  de  la 
progression  primitive,  marquée  par  le  nombre  des  moyens  insérés  plus  i. 

408.  Pour  insérer  entre  deux  nombres  donnés  un  nombre  de  moyens 
par  quotient  éi^al  à  pp' —  i,  on  peut  insérer  d'abord p  —  i  moyens  entre 
les  deux  nombres  donnés^  puis  p'  —  i  moyens  entre  chaque  terme  de  Ui 
progression  obtenue  et  le  suivant. 

Supposons,  en  etîet,  qu'on  insère  p  —  i  moyens  entre  les  nombres  a 
et  /.  La  raison  de  la  progression  obtenue  sera  (406) 

\la- 

Si  l'on  insère  maintenant //—  i  moyens  entre  chaque  terme  de  la  pro- 
gression obtenue  et  le  suivant,  on  obtiendra  une  nouvelle  progression  par 
quotient  (407),  ayant  pour  raison 


\J\jl  -('^'1  '<jl 


Or  celte  raison  est  précisément  celle  qu'on  aurait  trouvée  en  insérant 
directement  p// —  1  moyens  entre  a  et  /. 

On  voit  en  môme  temps  que  le  résultat  ne  change  pas  lorsqu'on  in- 
tervertit l'ordre  des  insertions,  c'est-à-dire  lorsqu'on  insère  d'abord 
p'—i  moyens  entre  les  deux  nombres  a  et  /,  et  ensuite  p  —  i  moyens 
entre  chaque  terme  de  la  progression  obtenue  et  le  suivant. 

409.  Oa  généralise  facilement  le  théorème  précédent,  en  remplaçant 
pp'  —  1  par  pp' p" . . . —  I . 

En  particulier,  pour  insérer  entre  deux  nombres  donnés  un  nombre  de 
moyens  par  quotient  égal  à  2"  — i,  on  peut  insérer  un  moyen  entre  les 
nombres  donnés,  puis  un  moyen  entre  chaque  terme  de  la  progression 
obtenue  et  le  suivant,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  la  même  opération 
(qui  n'exigera  qu'une  extraction  de  racine  carrée)  ait  été  répétée  n  fois. 
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PRODUIT    DES   TERMES    D'UNE    PROGRESSION   PAR    QUOTIENT. 
•ilO.  Soit  une  progression  par  quotient  formée  des  n  termes 

fi.      h,      r,     <-/,...,     g,      //,      /•,      /. 

Si  P  e?t  le  produit  de  tous  ces  termes,  on  a 

P  =  n.b.r.d g.h.h.l, 

ou,  en  renversant  l'ordre  des  facteurs, 

V  -=l.A./i.g d.c.b.n. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  égalités  posées  membre  à  membre,  on  peut 

écrire 

P-'=  {a.  l)[b.k)[cJi)....[h.c)  (/-.  h)  [La). 

Chacune  des  n  parenthèses  du  second  membre  renferme  le  produit  des 
extrêmes  ou  le  produit  de  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes, 
lequel  est  égal  au  premier  (iOo).  On  a  donc 

P=  =  («./)" 


p  =  v'i«./)". 

Ainsi  le  produit  des  termes  d'une  progression  par  quotient  est  égal  h 
la  racine  carrée  du  produit  des  extrêmes,  élevé  h  une  puissance  marquée 
par  le  nombre  des  termes. 

SOMME  DES  TERMES  D'UNE  PROGRESSION  PAR  QUOTIENT. 

411.  Soit  une  progression  composée  des  n  termes 

r/,  /j,  c,  (L. . .,  g,  A,  /■,  /. 

Désignons  par  q  la  raison  de  cette  progression  et  par  S  la  somme  de 
tous  ses  termes.  On  a 

'è  —  a-^b-^c-+-  d-h . .  .-^  g  -h  h-h  k  -^  l. 

Alultiplions  par  q  les  deux  membres  de  cette  égalité,  en  remarquant 
que  le  produit  de  chaque  terme  par  q  est  égal  au  terme  suivant.  Il  vient 

S  <7  =  ^  -H  c  -f-  c/  -1- . . .  -f-  /i  +  X-  -(-  /  -I-  /y. 

Retranchons  alors  la  première  égalité  de  la  seconde  ou  la  seconde  de 

la  première,  suivant  que  q  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  i. 

Nous  aurons,  dans  la  première  hypothèse,  ou  quand  la  progression  est 

croissante, 

Si/ —  S    ou     S(<y  —  i)  ï=  Ay  — «, 
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c'est-à-dire 

H  -  « 

Nous  aurons,  dans  la  seconde  hypothèse,  ou  quand  la  progression  est 
décroissante, 

S  —  S  7      ou      S  (  I  —  7)  —  «  —  /r/) 

c'est-à-dire 

Pour  avoir  la  somme  des  termes  d'une  progression  par  quotient,  il  faut 
donc  prendre  la  différence  entre  le  premier  terme  et  le  produit  du  der- 
nier par  la  raison,  et  diviser  cette  différence  par  celle  qui  existe  entre 
r unité  et  la  raison. 

Dans  les  formules  qu'on  vient  d'établir,  on  peut  remplacer  /  par  a.q"-^ 
(404)  ;  elles  deviennent  alors 

a  —  aq" 
l-q    ' 

Clierchons,  par  exemple,  la  somme  des  termes  de  la  progression  crois- 
sante 

I,   2,   2",   2%. . . ,  2'°. 

La  première  formule  donne 

2"—  1 
S  =  — ■ —  =  2"  —  I  =  2047. 
1  —  I 

Cherchons  encore  la  somme  des  termes  de  la  progression  décroissante 

III  I 

2  2  2  •1'' 

La  seconde  formule  donne 
I 


2"  —  1       2047 


I  \  9."  —  1         oni' 

2   I    I  - 


_I  V  2/  a  1024 

2 


LIMITE  DE  LA  SOMME  DES  TERMES  D'UNE  PROGRESSION 
PAR  QUOTIENT  INDÉFINIMENT  DÉCROISSANTE. 

412.  On  a  souvent  besoin  de  considérer  des  progressions  dont  le 
nombre  des  termes  est  illimité.  Soient  a  le  premier  terme  et  7  la  raisoi' 
d'une  progression  par  quotient 

a,  aq,  aq' .  aq^ . . .  ., 

dont  le  nombre  des  termes  est  illimité.  Nous  nous  proposons  de  déter- 
miner comment  varie  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  progression 
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lorsque  le  nombre  //  augmente  indéfiniment.  Nous  démontrerons  d'ubord 
la  proposition  suivante. 

il  3.  Les  puissances  successives  d'un  nombre  plus  grand  que  i  finisse  ni 
par  surpasser  (oui  nombre  donne,  et  les  puissances  successives  d'ii// 
nombre  plus  petit  que  i  Jïnissent  par  devenir  moindres  que  tout  nombre 
dnnné. 

Soit  un  nombre  q  plus  grand  que  i  ;  nous  pourrons  poser 

<y  ^  I  -f-  a. 
En  multipliant  de  part  et  d'autre  par  (j"\  il  vient 

,y"'+'  --  (y"'-+-  y.q"'. 

Or,  q  étant  plus  grand  que  i,  il  en  est  de  même  de  q'"  ;  par  conséquent 
«7'"  est  plus  grand  que  y.. 
La  dernière  égalité  donne  alors 

<i"'*'  >  </'"  ''-  ='• 
11  suit  de  là  que  chaque  puissance  de  q  surpasse  la  puissance  précédente 
d'un  nombre  plus  grand  que  x.  En  partant  de  «7  =  i  -t-  a,  on  peut  donc 
écrire 

(y  "  >  I  -+-  2  :< ,      ry  '  >  I  -1-  3  a , .  .  . ,      ^y"  >  I  -f-  //  y.. 

Mais  on  peut  prendre  l'entier  n  assez  grand  pour  que  i  -i-/?a  surpasse 
un  nombre  donné  k  quelconque.  Il  suffit  pour  cela  que  n  soit  plus  grand 

que  le  nombre •  On  aura  alors,  à  plus  forte  raison, 

Soit,  maintenant,  un  nombre  7  plus  petit  que  i.  Il  faut  prouver  qu'on 
peut  donner  à  n  une  valeur  entière  assez  grande  pour  qu'on  ait  7"<  /-,  le 
nombre  donné  k  étant  aussi  petit  qu'on  voudra.  Or,  7  étant  plus  petit  que 

I,  -  est  plus  grand  que  i.  On  peut  donc,  d'après  la  première  partie  de 

la  démonstration,  trouver  un  entier  n  assez  grand  pour  qu'on  ait 

,    v"  I  I  I 

-  >  y        ou        —  >  7  > 

7  J  K  7  fi 

c'est-à-dire 

'r<k. 

On  exprime  la  proposition  que  nous  venons  d'établir  en  disant  que  Us 
puissances  successives  d'an  nombre  plus  grand  que  i  croissent  au  delà  de 
toute  limite,  et  que  les  puissances  successives  d'un  nombre  plus  petit  que 
I  ont  zéro  pour  limite. 

41  4.   Reprenons  la  progression  illimitée 

a,  aq,  aq\  aq\..., 
et  désignons  par  S„  la  somme  de  ses  n  premiers  termes. 
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Si  q  est  plus  griind  que  i,  les  termes  Ac  la  progression  croissent  au 
delà  de  toute  limite  (413);  par  conséquents,,  croîlaussi  au  delà  de  toute 
limite,  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Si  q  est  plus  petit  que  i ,  on  a  (  iM  ) 


S..= 


nq  n 


1  —  q  I  —  q 


On  a  donc  S ,  < •  En  outre,  la  différence  entre  S„  et a  pour 

"      i  —  q  "      1  —  y     ' 

valeur 


i  —  q- 

Le  facteur  </"  s'approche  indéfiniment  de  zéro  à  mesure  que  n  augmente 

(413)  ;  il  en  est  donc  de  même  du  produit q".  Par  suite,  S„  a  pour 

...         «        _  , 

limite •  On  en  conclut  que  : 

l-q 

La  somme  des  n  premiers  termes  d'une  jyrngrcssim  par  quotient,  dé- 
croissante^ a  pour  limite,  lorsque  l'entier  n  croit  indéjïniment,  le  premier 
terme  divisé  par  l'unité  moins  la  raison. 

Cherchons,  par  exemple,  la  limite  delà  somme  des  termes  de  la  pro- 
gression 

I        I        I 

I.    -,     -,     -<■••- 

'1  !^  KJ 

Celte  limite  est  égale  à 

I 

ou  a     2. 

1 
I 

Soit  encore  la  fraction  décimale  périodique  simple 

0,267267267. . . . 

Sa  limite  n'est  autre  chose  que  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  la 
progression  par  quotient  décroissante 

267         267  267 

1000         1000  lOOO" 

prolongée  indéfiniment.  Cette  limite  est  donc  égale  à 

2G7  267 

1000  1000 267 

'         ~  ~   999  ~  999  * 


1000       1000 
c"cst  le  résultat  obtenu  au  n°  210. 
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THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  LOGARITHMES. 


415.  En  comparant  les  formules  qui  conviennent  au  cas  des  progres- 
sions par  différence  et  à  celui  des  progressions  par  quotient,  on  remar- 
que que  chaque  opération  indiquée  dans  une  formule  relative  aux  pro- 
gressions par  différence  se  trouve  remplacée,  dans  la  formule  correspon- 
dante relative  aux  progressions  par  quotient,  par  l'opération  de  même 
espèce,  mais  d'ordre  supérieur.  Ainsi,  à  l'addition,  à  la  soustraction,  à 
la  multiplication  et  à  la  division,  se  trouvent  substituées  la  multiplica- 
tion, la  division,  rélévalion  aux  puissances  et  l'extraction  des  racines. 
C'est  ce  rapprochement  qui  a  conduit  à  l'idée  des  logarithmes. 

DÉFINITION  DES  LOGARITHMES. 

416.  Soient  deux  progressions  croissantes  et  indéfinies 


I  ,   ri,   c/-,     c/  ,    fj\.  . .  ; 
G,  /•,    ir,   3r,  4  '•  ■  •  • , 

l'une  par  quotient  commençant  par  i,  l'autre  par  différence  commençant 
par  o. 

On  nomme  Ingarithmes  des  nombres  qui  font  partie  de  la  progression 
par  quotient  les  nombres  qui  leur  correspondent  respectivement  dans  la 
progression  par  différence. 

Les  deux  progressions  dont  il  s'agit  constituent  un  système  de  Inga- 
rithmes; elles  ne  sont  assujetties  qu'à  la  seule  condition  de  commencer, 
la  première  par  i,  la  seconde  par  o. 

417.  Si  l'on  insère  un  même  nombre  quelconque  de  moyens  par  quo- 
tient entre  chaque  terme  de  la  progression  par  quotient  et  le  suivant,  et 
si,  en  même  temps,  on  insère  le  même  nombre  de  moyens  par  différence 
entre  chaque  terme  de  la  progression  par  différence  et  le  suivant,  on  ob- 
tient deux  nouvelles  progressions  (399,  407).  Cela  posé,  on  nomme  logn- 
ritluius  des  nombres  introduits  ainsi  dans  la  progression  par  quotient  les 
nombres  correspondants  introduits  dans  la  progression  par  différence. 

Il  est  indispensable  d'ét;iblir,  pour  légitimer  l'extension  précédente, 
que  si  l'on  peut  introduire  un  nombre  dans  la  progression  par  quotient 
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en  insérant  entre  chaque  terme  et  le  suivant  un  certain  nombre  de 
moyens,  et  si  l'on  peut  aussi  l'introduire  en  insérant  un  autre  nombre  de 
moyens,  on  trouve  pour  ce  nombre,  dans  les  deux  cas,  le  même  loga- 
rithme. 

Supposons,  en  effet,  que,  le  nombre  N  ayant  été  introduit  dans  la  pro- 
gression par  quotient  par  l'insertion  àe  p  —  i  moyens,  on  ait  trouvé  « 
pour  son  logarithme;  et  que,  ce  même  nombre  ayant  été  introduit  par 
l'insertion  de  />' —  i  moyens,  on  ait  trouvé  n'  pour  son  logarithme.  Il  faut 
prouver  que  n  =  n' . 

Or,  si,  après  avoir  inséré  p  —  i  moyens  entre  chaque  terme  de  chaque 
progression  et  le  suivant,  on  insère  p'  —  i  moyens  entre  les  divers  termes 
des  nouvelles  progrrssions  obtenues,  on  sera  dans  le  même  cas  que  si  l'on 
avait  inséré  tout  d'abord  pp'  —  i  moyens  entre  les  divers  termes  des  pro- 
gressions primitives  (400,  408).  Donc,  par  l'insertion  de  pp' —  i  moyens, 
on  trouve  n  pour  logarithme  de  N.  De  même,  si,  api  es  avoir  inséré/.»'—  1 
moyens  entre  chaque  terme  de  chaque  progression  et  le  suivant,  on  in- 
sère p  —  I  moyens  entre  les  divers  termes  des  nouvelles  progressions 
obtenues,  on  sera  encore  dans  le  même  cas  que  si  l'on  avait  inséré  tout 
d'abord  pp'—  1  moyens  entre  les  divers  termes  des  progressions  primi- 
tives. Donc,  par  l'insertion  de  pp' — i  moyens,  on  trouve  «'  pour  loga- 
rithme de  N.  On  en  conclut  évidemment  n  =  n'. 

418.  Il  reste  à  définir  le  logarithme  d'un  nombre  N,  qui  ne  peut  être 
introduit  dans  la  progression  par  quotient. 

Pour  cela,  nous  démontrerons  d'abord  qu'on  peut  insérer  dans  les  deux 
progressions  un  nombre  de  moyens  assez  grand  pour  qu'il  soit  permis  de 
regarder  les  termes  de  ces  progressions  comme  croissant  par  degrés  aussi 
rapprochés  qu'on  voudra. 

La  démonstration  est  immédiate  pour  la  progression  par  didérence.  En 
effet,  si  l'on  insère  p  —  i  moyens  entre  ses  termes  consécutifs,  la  raison 

/- 
de  la  nouvelle  progression  est  /•'  =  -,   et  l'on  peut  prendre  p  assez 

grand  pour  que  cette  raison,  qui  représente  la  différence  detleux  nou- 
veaux termes  consécutifs,  soit  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 

Quant  à  la  progression  par  quotient,  si  l'on  insère  p  —  i  moyens  entre 
ses  termes  consécutifs,  la  raison  de  la  nouvelle  progression  est  (]'=  sjq. 
Soient  alors  «y'"  et  7'"+'  deux  nouveaux  termes  consécutifs.  Leur  différence 

r/"'+'  —  ry'"  est  égale  à 

r/"(<7'-i). 

Pour  qu'elle  soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  a,  il  suffit  qu'on  ail 


ou,  en  désignant  par  A  un  nombre  plus  grand  que  tous  les  termes  con- 
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sidérés  dans  la  progression  par  quotient, 

Cette  condition  revient  à 
ou  encore  à 

Or,  d'après  le  théorème  du  n"  413,  on  peut  toujours  donner  à  p  une  va- 
leur assez  grande  pour  que  (  n-  t  )  surpasse  tout  nombre  donné 

Cela  posé,  après  l'insertion  d'un  nombre  suffisant  de  moyens,  tout 
nombre  N  plus  grand  que  i  fait  partie  de  la  progression  par  quotient  ou 
est  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  progression.  Ces  deux 
termes,  pour  p  assez  grand,  diffèrent  entre  eux  aussi  peu  qu'on  veut;  et, 
si  l'on  f;iit  croître  p  indéfiniment,  ils  ont  le  nombre  N  pour  limite  com- 
mune. Les  termes  correspondants  de  la  progression  par  différence  tendent 
en  même  temps  vers  une  limite  commune  qui  est,  par  définition,  le  loga- 
rithme de  N. 

419.  Des  développements  qui  précèdent  il  résulte  que  tout  nombre 
plus  grand  que  i  a  un  logarithme,  et  qu'un  nombre  plus  petit  que  i  n'en 
a  pas.  En  outre,  le  logarithme  de  i  est  toujours  o. 

On  voit,  en  même  temps,  que,  si  un  nombre  vient  à  augmenter,  son  lo- 
garithme augmente  aussi;  et,  comme  les  progressions  qui  définissent  le 
système  de  logarithmes  croissent  indéfiniment,  lorsqu'un  nombre  aug- 
mente au  delà  de  toute  limite,  il  en  est  de  même  de  son  logarithme. 

On  indique  le  logarithme  d'un  nombre  en  plaçant  les  initiales  log  à 
gauche  de  ce  nombre.  Ainsi  logN  représente  le  logarithm.e  de  N. 

PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DES  LOGARITHMES. 

420.  I.  Le  Inoraritlune  cVun  produit  de  plusieurs  facteurs  plus  grands 
que  I  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs. 

Soient 

I,  a,    a=,    a^ a"', a",.-.,     a"-^",..., 

o,  (i,  2(3,  3S,....  w(3,...,  «js,...,  (w-T-rt)?,--. 

les  deux  progressions  qui,  après  l'insertion  d'un  nombre  suffisant  de 
moyens,  définissent  un  système  de  logarithmes.  On  remarque  que  l'expo- 
sant de  a  dans  un  terme  quelconque  de  la  progression  par  quotient  est 
toujours  égal  au  coefficient  de  ^  dans  le  terme  correspondant  de  la  pro- 
gression par  différence. 
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Désignons  alors  par  A,  B,  G   trois  nombres  quelconques  faisant  partie 
de  la  progression  par  quotient,  et  supposons  qu'on  ait 


Il  en  résultera 


par  suite, 


A=a"-,      B=a",     C=:a". 

ABC  =  x"'^"^"  ; 

log  A  =  /»!?,    logB  =  //p,    logC-/;p, 
logABC  =  {m  -r-  n  -i-  /j)P, 

lo;?ACC  =  lo2;A  ^-  io-B  -+-  lo-C. 


Si  les  nombres  donnés  ne  font  pas  partie  de  la  progression  par  quotient, 
on  pourra  les  remplacer  par  l'un  ou  l'autre  des  termes  consécutifs  qui 
les  comprennent  (418),  et  leurs  logarithmes  seront  eux-mêmes  exprimés 
par  l'un  ou  l'autre  de?  termes  correspor.dants  de  la  progression  par  diffé- 
rence; la  formule  qu'on  vient  d'établir  restera  dune  applicable. 

421.  II.  Le  Ingaritlmic  diKjitntint  de  ilcux  nomlres  plus  grands  que  i 
est  égal  (tu  Irtgari'.hme  du  dividende  moins  le  logariilune  ilu  diviseur, 
quand  ce  quntient  est.  lui-même  plus  grand  que  i . 

Soient  A  et  B  deux  nombres  plus  grands  que  i  ;  supposons  aussi  A  >  B. 
On  a  identiquement 


A  =  ÛxB. 

d'où  (420) 

logA  =  logg  ^logB 

et  pur  suilo 

logg  =  logA  -logB 

422.  Ilî.  Le  logaritJune  d'une  puissance  d'un  nombre  plus  grand  ciue  i 
est  égal  au  logarithme  de  ce  nombre,  multiplié  par  r exposant  de  la  puis- 
sance. 

Soit,  p  ir  exemple,  A*".  Cette  puissance  étant  le  produit  de  p  facteurs 
égaux  à  A,  son  logarithme  sera  la  somme  de  p  nombres  égaux  à 
logA  (420)  ;  on  aura  donc 

IcgA''  =  />'logA. 

423.  IV.  Le  logarithme  d'une  racine  d'un  noniLre  plus  grand  que  i 
c-t  égal  au  logarithme  de  ce  nombre,  divise  pat  l'indice  de  la  racine. 

Soit,  par  exemple,  '^A.  On  a  identiquement 
((/Âl^^A, 

S.  et  de  C.  -    Arithm.  '^ 
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d'où,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  (422), 


-P/T 


;jIogv/A=  logA 
et  par  suite 

P 


DES  LOGARITHMES  VULGAIRES. 

42i.  On  peut  choisir  à  volonté  le  nombre  a  qui  a  pour  logarithme  un 
nombre  donné  p  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  p  qui  est  le  lo- 
garithme d'un  nombre  donné  a.  Les  logarithmes  de  tous  les  autres  noml)rp^ 
smt  alors  déterminés,  car  les  deux  progressions 

I,   K,    y.'-,     a'',  .  .  . , 

G,  p,  ip,  3S,... 


définissent  le  système  de  logarithmes  adopté. 

On  fixe  habituellement  un  système  de  logarithmes,  en  indiquant  le 
nombre  qui  a  i  pour  logarithme;  ce  nombre  est  dit  la  bnseàw  système. 

4.2o.  Cela  posé,  on  nomme  lo^nritlimcs  de  Briggs^  ou  logarithmcxvul- 
gaires,  ceux  du  système  dont  la  base  est  lo. 

Ainsi  les  logarithmes  vulgaires  sont  définis  par  les  deux  progressions 


I  ,    10,    100,     lOOO 

G,    î,      2,        3,. . .  ; 

ce  sont  les  seuls  dont  on  fasse  usage  dans  les  applications  numériques. 
et  que  nous  considérerons  désormais. 

Lorsque  In  partie  entière  d'un  nombre  a  h  chiffres,  ce  nombre  est 
compris  entre  io*~'  et  lo*;  son  logarithme  vulgaire  est  compris  lui-même 
entre  k  —  i  et  /■;  par  suite,  la  partie  entière  de  ce  logarithme  est  h  —  i. 
Cette  partie  entière  du  logarithme  vulgaire  d'un  nombre,  qu'on  peutainsi 
déterminer  à  la  simple  inspection  de  la  partie  entière  de  ce  nombre,  est 
dite  la  caractéristique  du  log.irithnie. 

La  caractéristique  du  logarithme  d'un  nombre  N  est  donc  g,  1,2,  3,.... 
suivant  que  la  partie  entière  de  ce  nombre  renferme  i,  a,  3,  i,-- fbifTro^. 

426.  Lorsqu^on  multiplie  ou  cpCon  divise  un  nombre  N  par  une  puissance 
de  10,  10''  par  exemple,  la  caractéristique  du  logaritlime  de  N  augmcntt 
ou  diminue  de  p  unités  ;  mais  la  partie  fractionnaire  ou  décimale  de  < 
logarithme  ne  change  pas. 

On  a,  en  effet, 

log  (N  X  loP)  =  logN  -T-  logio^--  logN  -^  p. 
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De  même,  si  N  est  >  10^, 

N 
log  —  ==  logN  -  log  10''  =  logN  —p. 

DES  TABLES  DE  LOGARITHMES. 

427.  Pour  faire  usage  de  !a  théorie  des  logarithmes,  il  faut  qu'on  puisse 
déterminer,  avec  une  approximation  convenable,  le  logarithme  qui  cor- 
respond à  un  nombre  donné,  et  réciproquement  le  nombre  qui  correspond 
à  un  logarithme  donné.  On  y  parvient  à  l'aide  des  Tables  de  loga- 
rithmes. 

Parmi  les  meilleures  Tables,  on  peut  citer  celles  de  Schrôn  (édition 
française).  Elles  font  connaître  les  logarithmes  des  nombres  entiers,  de- 
puis I  jusqu'à  108000,  avec  7  décimales  au  moins.  Nous  allons  en  indi- 
quer la  disposition  et  l'usage. 

DISPOSITION  DES  TABLES  DE  SCHRON. 

428.  Ces  Tables  se  composent  de  trois  parties.  La  première,  qui  est  à 
simple  entrée,  contient  les  nombres  naturels  depuis  i  jusqu'à  1000,  dis- 
posés suivant  leur  ordre  en  plusieurs  colonnes  qui  ont  pour  titre,  en  haut 
et  en  bas,  les  lettres  Num  qui  commencent  le  mot  Nuinents  :  nombre. 
Chaque  colonne  de  nombres  est  immédiatement  suivie  d'une  colonne  de 
logarithmes,  indiquée  par  les  lettres  log,  de  manière  que  chaque  loga- 
rithme est  placé  à  droite  et  dans  l'alignement  du  nombre  auquel  il  ap- 
partient. On  a  supprimé  partout  la  caractéristique  de  chaque  logarithme, 
parce  qu'on  la  connaît  (423)  à  la  simple  inspection  du  nombre  pro- 
posé. 

Les  Tables  suivantes  sont  à  double  entrée;  elles  s'étendent  depuis  1000 
jusqu'à  108000.  La  troisième  colonne  qu'on  y  remarque  vers  la  gauche, 
et  qui  est  intitulée  Num,  contient  les  nombres  naturels  depuis  1000  jus- 
qu'à 10799.  La  colonne  suivante,  marquée  o,  renferme  les  logarithmes 
qui  appartiennent  à  ces  nombres,  de  sorte  que  l'ensemble  de  ces  deux  co- 
lonnes forme  comme  la  suite  de  la  Table. 

Si  l'on  observe  la  colonne  marquée  o,  on  voit,  sur  la  gauche  de  cette 
colonne,  certains  nombres  isolés,  de  trois  chiffres  chacun,  qui  vont  tou- 
jours en  augmentant  d'une  unité,  et  qui  ne  sont  pas  tout  à  fait  également 
distants  les  uns  des  autres.  Vers  la  droite  de  la  même  colonne,  sont  des 
nombres  de  quatre  chifîres  chacun  qui  se  succèdent  sans  intervalle.  On 
pourrait  donc  croire,  au  premier  abord,  que  certains  logarithmes  n'ont 
que  quatre  chiffres  significatifs  tandis  que  d'autres  en  ont  sept;  mais,  en 
réalité,  chaque  nombre  isolé  est  censé  écrit  au-dessous  de  lui-même,  et 
vis-à-vis  des  nombres  de  quatre  chiffres,  autant  de  fois  qu'il  est  néces- 
saire pour  que  chaque  ligne  soit  remplie.  Ainsi,  lorsqu'on  ne  trouve  en 

iS. 
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face  (l'an  certain  nombre  que  quatre  chiiïres  dans  la  colonne  marquée  o, 
il  faut  écrire  à  gauche  de  ces  quatre  chifTros  le  nombre  isolé  de  trois 
cliiffros  le  plus  proche  en  montant.  Au  delà  de  loooo,  les  nombres  isoK's 
vers  la  gauche  ont  quatre  figures  au  lieu  de  trois. 

Lorsque  deux  nombres  sont  décuples  l'un  de  l'aulro,  la  partie  déci- 
male de  leurs  logarithmes  est  la  même  (426).  Par  conséquent,  les  deux 
premières  colonnes  que  nous  venons  de  considérer  donnent  aussi,  de  dix 
en  dix,  les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  loooo  et  108000. 
Pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres  intermédiaires,  il  faut  avoir 
recours  aux  colonnes  marquées  i,  2,  3,  4,---;  9-  Elles  renferment  les 
quatre  dernières  décimales  des  lo.^arilhmes  des  nombres  terminés  par  les 
chiffres  placés  en  tèle  de  ces  mômes  colonnes.  Ainsi  la  colonne  mar- 
quée o  contient  les  quatre  dernières  décimales  des  logarithmes  des 
nombres,  compris  entre  loooo  et  108000,  qui  sont  terminés  par  un  zéro, 
en  même  temps  que  les  nombres  isolés  de  trois  clulfi  es  qui  font  connaître 
les  trois  premières  décimales  de  ces  logarithmes  et  qui  sont  aussi  censés 
placés  à  la  gauche  des  quatre  cliiffres  contenus  dans  les  autres  culonnes. 
La  colonne  marquée  1  renferme  les  quatre  derniers  chiffres  des  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  terminés  par  r  ;  la  colonne  marquée  a,  les 
quatre  derniers  chiffres  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  terminés 
par  1  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  9. 

On  a,  par  celle  disposition  et  sous  la  forme  la  plus  réduite,  une  Tablé 
à  double  entrée,  dans  lacjuelle  on  consulte  d'abord  la  colonne  marquée 
Num.  Lorsqu'on  y  a  trouvé  les  quatre  premières  figures  du  nombre  dont 
on  cherche  le  logarithme,  on  suit  horizontalement  la  ligne  qui  les  contient, 
jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  à  la  colonne  qui  correspond  au  dernier  chiffre 
du  nombre  donné;  on  a  alors  sous  les  yeux  les  quatre  dernières  déci- 
males du  logarithme  demandé.  Quant  aux  trois  prem  ères,  elles  sont  ex- 
primées par  le  nombre  isolé,  le  [ilus  proche  en  montant,  qui  se  trouve 
dans  la  colonne  marquée  o. 

La  dernière  colonne  à  droite,  intitulée  P.  P.  (parties  proportionnelles), 
contient  les  différences  obtenues  en  retranchant  chaque  logarithme  du 
suivant,  et  les  parties  de  ces  différences,  c'est-à-dire  leurs  produits  par 

—  ■)  — 1  —,.•.,  jusqu'à  —  •  Ces  produits,  placés  au-dessous  de  chaque 
10    10    10  10  ^  '^  ^ 

différence,  forment  autant  de  petites  tables  séparées  qu'il  y  a  de  diffé- 
rences. 

Les  différences,  ainsi  que  leurs  parties,  expriment  des  unités  de  même 
ordre  que  la  dernière  figure  des  logarithmes  correspondants. 

Comme  nous  l'avons  dit,  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  d'un  loga- 
rithme, se  trouvant  communs  à  un  grand  nombre  de  logaiithmes  consé- 
cutifs, ne  sont  écrits  qu'une  fois  pour  toutes  en  face  du  premier  nombre 
de  la  colonne  Num.,  auquel  ils  se  rapportent.  Il  peut  arriver  que  le  chan- 
i^ement  du  troisième  chiffre  du  logarithme  ait  lieu  dans  le  courant  d'une 
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ligne.  On  ne  place  a'ors  le  nombre  isolé  qui  a  varié  d'une  unité  qu'à  la 
ligne  suivante,  en  indiquant  par  des  astériqucs  les  logarithmes  de  la  ligne 
considérée  pour  lesquels  le  chimgemcnt  a  eu  lieu. 

Un  trait  marqué  au-dessous  du  dernier  chiffre  décimal  d'un  logarithme 
indique  que  ce  logarithme  a  été  pris  par  excès  à  moins  d'une  demi-unité 
du  dernier  ordre  conservé. 

De  100000  à  108000,  les  logarithmes  sont  donnés  avec  huit  décimales. 

Enfin  les  deux  premières  colonnes  de  chaque  page  servent  à  la  solu- 
tion d'une  question  de  Trigonométrie  dont  nous  n'avons  pas  à  nous  oc- 
cuper ici. 

USAGE  DES  TABLES. 

429.  Première  QOESTîON.  —  Un  noiuhrc  cjudcomjuc  étant  donne,  trou- 
ver son  Ingnritlime. 

Premier  cds.  —  Si  le  nombre  proposé  fait  partie  des  Tables,  la  re- 
cherche de  son  logarithme  ne  peut  présenter  aucune  difficulté  d'après 
les  explications  qui  précèdent. 

Soit,  par  exemple,  le  nombre  G-By.  En  face  de  ce  nombre,  dans  la  co- 
lonne marquée  o,  on  ne  trouve  que  5g55;  mais,  en  suivant  la  marge,  le 
premier  nombre  qu'on  rencontre  en  montant  est  828.  La  partie  décimale 
du  logarithme  est  donc  S-iSSgSS  et,  comme  sa  caractéristique  est  3,  on  a 

logGySç)  =  3.828jg:)5. 

Soit  encore  le  nombre  SioS-.  On  cherche  5io8  d,ms  la  colonne  mar- 
quée Num.  On  ne  voit  aucun  nombre  isolé  en  face  de  ce  nombre,  à  l.i 
marge  de  la  colonne  o;  mais,  i:n  peu  plus  haut,  on  rencontre  708  dans 
cette  marge.  Ou  parcourt  ensuite  la  ligne  qui  correspond  au  nombre  5ioS 
jusqu'à  la  colonne  marquée  7,  et  l'on  y  trouve  3 104.  La  partie  décimale 
du  logarithme  demandé  est  donc  7083104  et,  comme  sa  caraclérislique 
est  4)  on  a 

Iog5io87  =  4, 7083104. 

Dciixicnic  cas.  —  Si  le  nombre  proposé  ne  fait  pas  partie  des  Tables, 
on  opère  de  la  manière  suivante.  On  déplace  la  virgule  dans  ce  nombre, 
de  manière  que  sa  partie  entière  soit  la  plus  grande  possible,  tout  en 
restant  inférieure  à  108000.  Le  logarithme  du  nombre  ainsi  formé  a  la 
même  partie  décimale  que  le  logarithme  du  nombre  donné,  et  l'on  est 
ramené  à  chercher  le  logarithme  d'un  nombre  décimal  dont  la  partie  en- 
tière est  moindre  que  108000. 

Pour  cela,  on  fait  d'abord  abstraction  de  la  partie  décimale  de  ce  nom- 
bre, que  nous  dé.-ignerons  par  d,  et  l'on  cherche,  comme  dans  le  pre- 
mier cas,  le  logarithme  de  sa  partie  entière  E,  ou  plutôt  la  partie  décimale 
de  ce  logarithme.  On  prend  la  difiérence  tabulaire  A  qui  existe  entre  ce 
logarithme  et  le  suivant.  Enfin  on  ajoute  à  ce  même  logarithme  autant 
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d'unités  du  septième  ordre  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'entier  le  plus  rappro- 
ché du  produit  r/A.  Le  résultai  ainsi  obtenu,  après  qu'on  y  a  joint  la  ca- 
ractéristique convenable,  est  le  logarithme  du  nombre  proposé. 

La  solution  que  nous  venons  d'indiquer  repose  sur  le  principe  sui- 
vant : 

Si  l'on  donne  successivement  à  un  nombre  N  deux  petits  accroissements, 
le  rapport  de  ces  accroissements  est  égal  au  rapport  des  accroissements 
correspondants  du  logarithme  de  N. 

Ce  principe  n'est  pas  rigoureusement  exact;  mais  on  peut  le  vérifier 
à  la  simple  inspection  des  Tables,  dans  les  limites  de  l'approximation 
adoptée,  en  remarquant  la  constance  prolongée  de  la  différence  tabulaire 
pendant  qu'on  passe  d'un  nombre  de  la  Table  aux  suivants.  On  démontre 
d'ailleurs,  à  l'aide  de  considérations  qui  ne  peuvent  trouver  place  ici,  que 
l'erreur  qui  résulte  de  l'application  de  ce  principe  ne  peut,  en  général, 
avoir  d'influence  sur  la  septième  décimale  du  logarithme  qu'on  calcule, 
pourvu  que,  comme  nous  le  supposons,  les  petits  accroissements  du 
nombre  n'excèdent  pas  une  unité  et  que  ce  nombre  lui-même  ne  soit  pas 
inférieur  à  loooo. 

Il  est  alors  facile  de  justifier  la  règle  énoncée  plus  haut.  Si  l'on  repré- 
sente par  X  l'accroissement  que  prend  le  logarithme  de  E  quand  E  aug- 
mente de  </,  en  remarquant  que  ce  logarithme  augmente  de  A  unités  du 
septième  ordre  lorsque  E  augmente  de  i,  on  a,  en  vertu  du  principe 

admis, 

X      d        ,  , 

-  =  -  >     d  ou    X  =^  d\, 

A       1 

On  n'a  pas  besoin  déformer  directement  le  produit  f/A,  puisqu'on  trouve 
les  produits  de  A  par  chacun  des  chiffres  de  <■/,  dans  la  petite  table  placée 
immédiatement  au-dessous  de  cette  différence  dans  la  dernière  colonne  à 
droite. 

Soit,  par  exemple,  le  nombre  5108789.  Il  faut  séparer  deux  chiffres  à 
droite,  pour  que  la  partie  à  gauche  soit  moindre  que  108000.  On  cherche 
donc  le  logarithme  de  51087  et  l'on  trouve,  comme  ci-dessus,  que  la  partie 
décimale  de  ce  logarithme  est  7083104.  La  différence  tabulaire  étant  85, 
il  faut  ajouter  au  logarithme  trouvé  l'entier  le  plus  proche  du  produit 
0,89  X  85  =  75,65,  c'est-à-dire  76. 

Pour  faire  usage  de  la  petite  table  dos  parties,  placée  au-dessous  de  85, 
on  cherche  dans  cette  table  le  nombre  qui  est  à  droite  et  sur  l'alignement 
du  chiffre  8  ;  on  trouve  68,  qui  est  l'entier  le  plus  rapproché  du  produit 
85  X  0,8.  On  cherche  de  même  le  nombre  qui  est  à  droite  et  sur  l'ali- 
gnement du  chiffre  9;  on  trouve  77,  qui  est  l'entier  le  plus  rapproché  du 
produit  85  X  0,9;  par  conséquent,  7,7  est  le  nombre  de  dixièmes  le  plus 
rapproché  du  produit  85  x  0,09, 

La  partie  décimale  du  logarithme  demandé  est  ainsi  7083104  -i-  68  -t-  7,7. 
On  dispose  le  calcul  comme  il  suit: 
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5108789 

log       51087 7o83io4 

Pour  0,8 68 

Pour  0,09 7,7 

log       51087  89  ^  6,7o83i8o 

Comme  le  logarithme  cherché  ne  doit  avoir  que  sept  décimales,  on  fait 
abstraction  du  chiffre  7  qui  représente  des  unités  du  huitième  ordre; 
mais,  ce  chiffre  étant  supérieur  à  5,  on  augmente  d'une  unité  la  somme 
des  unités  du  septième  ordre. 

Si  l'on  demande  le  logarithme  de  510878,982,  on  obtient,  en  opérant 
comme  il  vient  d'être  indiqué,  le  tableau  suivant  : 

510878,932 

log       51087 7o83io4 

Pour  0,8 68 

Pour  0,09 7,7 

Pour  0,0  o3 0,26 

Pour  0,0  002 0,017 

log        51087  8,932   =  5,7o83i8o 

On  voit  que  la  valeur  des  deux  derniers  chiffres  du  nombre  donné  n'a 
aucune  influence  sur  les  sept  premières  décimales  de  son  logarithme.  En 
général,  lorsqu'il  faut  séparer  plus  de  trois  chiffres  sur  la  droite  du  nom- 
bre donné  pour  que  la  partie  à  gauche  ne  surpasse  pas  108000,  on  peut 
compter  comme  zéro  le  quatrième  chiffre  à  droite  et  les  suivants. 

-430.  Seconde  question.  —  Un  logarithme  étant  donné,  trouver  le  nom- 
bre auquel  il  correspond. 

Nous  supposerons  que  le  logarithme  donné  n'a  que  sept  décimales.  S'il 
en  avait  davantage,  on  les  supprimerait  toutes  au  delà  de  la  septième.  En 
outre,  comme  la  caractéristique  du  logarithme  donné  ne  doit  servir  qua 
indiquer  l'ordre  des  plus  hautes  unités  du  nombre  demandé,  on  en  fait 
d'abord  abstraction. 

Premier  cas.  —  Si  le  logarithme  donné  est  compris  dans  les  tables,  la 
recherche  du  nombre  correspondant  ne  présente  aucune  difficulté. 

Si  Ton  demande,  par  exemple,  le  nombre  qui  a  pour  logarithme 
0,4623980,  on  cherche  462  parmi  les  nombres  isolés  de  la  colonne  mar- 
quée o;  descendant  ensuite  dans  cette  colonne,  on  y  trouve  8980  placé 
en  face  de  2900  dans  la  colonne  marquée  Num.  C'est  le  nombre  demandé, 
abstraction  faite  de  l'ordre  de  ses  plus  hautes  unités.  Comme  la  caracté- 
ristique du  logarithme  donné  est  o,  le  nombre  cherché  est  égal  à  2,9. 

Si  l'on  ne  rencontre  pas  le  nombre  formé  par  les  quatre  derniers  chif- 
fres du  logarithme  donné  dans  la  colonne  marquée  o,  on  s'arrête  au 
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nombre  qui  en  approch-j  le  plus,  jxir  dcjaut.  On  suit  la  ligne  correspon- 
dante, en  la  parcourant  de  gauche  à  druite,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  les 
quatre  dernières  figures  du  logarithme.  LechiiTre  pUicé  au\  extrémités  de 
la  colunne  à  laquelle  on  parvient  ainsi  est  le  cinquième  chiffre  du  nombre 
cherché;  les  quatre  premiers  sont,  comme  ci-dessus,  en  face  des  quatre 
dernières  décimales  du  logarithme,  dans  la  colonne  marquée  Num. 

Soit,  par  exemple,  le  log.iriihme  4,5178159;  on  cherche  517  parmi  les 
nombres  isolés  de  la  colunne  marquée  o,  on  parcourt  cette  même  colunne 
en  descendant,  et  l'on  trouve  que  yaSG  est,  avant  5i8,  le  nombre  qui 
approche  le  plus  de  SiSg  par  défaut.  On  suit  la  ligne  qui  commence  par 
^•^36  et  l'on  trouve  8159  sur  cette  ligne,  dans  la  colonne  marquée  7. 
D'ailleurs,  la  ligne  considérée  répond  à  8294  dans  la  colonne  Num.  Les 
chifTres  qui  composent  le  nombre  cherché  sont  donc  ceux  du  nombre  82947 
et,  comme  la  caracléristique  du  logarithme  donné  est  4,  ce  numbre  est 
précisément  celui  qu'on  demande. 

Deuxième  cas.  —  Si  le  logarithme  proposé  ne  fait  pas  partie  des  Tables, 
on  opère  comme  il  suit. 

On  cherche,  comme  précédemment,  le  logarithme  tabulaire  qui  appro- 
che le  plus,  par  défaut,  du  logarithme  donné,  et  l'on  détermine  le  nombre 
entier  corrtspondant.  Ou  retranche  ensuite  les  doux  logarithmes  consi-' 
dérés,  ce  qui  fournit  un  reste  D,  et  l'on  prend  la  différence  tabulaire  A  la 
plus  voisine.  Cela  posé,  quand  le  nombre  entier  déjà  trouvé  augmente 
de  1,  son  logarithme  augmente  de  A;  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par 
X  Taccroissement  que  prend  ce  même  nombre  quand  son  logarithme  aug- 
mente de  D,  on  a,  en  vertu  du  principe  admis  (429), 

^       D        „   ,  D 

-    =    -  ;       d  OU       X  =   -    ' 

1  A  A 

La  fraction  -  est  donc  ce  qu'il  faut  ajouter  à  l'entier  déjà  obtenu  pour 

avoir  le  nombre  demandé. 

On  réduit  cette  fraction  en  décimales,  mais  on  ne  peut  guère  compter 
que  sur  l'exactitude  des  deux  premiers  chiffres.  On  écrit  ces  deux  chif- 
fres à  la  droite  de  l'entier,  obtenu  d'abord,  et  l'on  a  le  nombre  cherché, 
abstraction  faite  de  l'ordre  de  ses  plus  hautes  unités,  qu'on  détermine  à 
l'aide  delà  caractéristique  du  logarithme  donné. 

Les  petites  Tables  facilitent  la  réduction  en  décimales  de  la  fraction  -1 

comme  nous  allons  l'expliquer. 

Soit  à  trouver  le  nombre  dont  le  logarithme  est  0,4971490-  Le  loga- 
rithme qui  apprjche  le  plus,  en  moins,  de  ce  logarithme  est,  abstraction 
faite  de  la  cara'^téristique,  4971371  ;  le  nombre  correspondant  est  3i4i5. 
La  différence  des  deux  logarithmes  considérés  est  128,  et  la  différence 

tabulaire  la  plus  voisine  est  i38.  On  a  donc  ici-  —  ^^  =  0,93.  Parcun- 

A        1  j8 
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sôquent,  3i4i593  est  le  nombre  demandé,  abstraction  fiiile  de  l'ordre  de 
ses  plus  hautes  unités.  Il  en  résulte  que  ce  nombre  est  3,i4i5r)3,  puisque 
la  cara'^téristiq  e  du  logarithme  donné  est  o. 

Si  l'on  veut  se  servir  des  petites  tables  des  parties  pour  réduire  la  frac- 
lion  -5-  en  décimales,  on  remarque,  en  consultant  la  petite  table  placée  au- 

I  DO 

dessous  de  la  différence  tabulaire  i38,  que  la  partie  qui  approche  le  plus 
de  128  tst  124,  qui  répond  au  chiffre  9.  On  a  donc 

liS  128  —  124  4o 

On  ne  trouve  pas  40  parmi  les  parties  de  i38,  mais  4',  qui  ne  diffère  de 
40  que  d'une  unité,  et  qui  répond  au  chiffre  3.  On  peut  dune  prondreo,3 

au  lieu  de  -^--  et,  par  suite,  écrire,  à  moins  de  0,01 , 

128  „  „ 

73'8  ^  ^>0-^o,3  X  o,\  =  0,93. 

On  dispose  habituellement  le  calcul  comme  l'indique  le  tableau  ci-dessous: 

Pour  0,4971371 3i4iJ 

i""^  Reste  128 09 

2"   Reste  40 oo3 

o,4u7'499  ^  log  3,141593 

D'après  les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entrés,  on  voit  que,  le 
logarithme  d'un  nombre  étant  donné  avec  sept  décimales,  on  peut  obte- 
nir, en  général,  ce  nombre  avec  sept  chiffres.  L'erreur  commise  sur  un 
nombre,  qu'un  calcule  d'après  son  logarithme,  est  donc  moindre  que  la 
millionième  partie  de  ce  nombre,  puisqu'elle  tombe  au-dessous  d'une 
unité  de  même  ordre  que  le  dernier  chiffre  déterm  né. 


APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  LOGARITHMES. 

431.  Les  propriétés  fondamentales  des  logarithmes  (  i20  et  suivants) 
ramènent  la  multiplication  de  plusieurs  nombres  à  l'addition  de  leurs  lo- 
garithmes; la  division  de  deux  nombres,  à  la  soustraction  de  leurs  loga- 
rithmes; l'élévation  d'un  nombre  à  la  puissance  /;/,  à  la  multiplication  de 
son  logarithme  par  /;/ ;  el  enfin  l'extraction  de  la  racine  ni'"'"  d'un 
nombre,  à  la  division  de  son  logarithme  par  ///.  En  effeH,  trouver  le  loga- 
rithme du  nombre  inconnu,  c'est  trouver  ce  nombre  lui-même. 

En  général,  lorsqu'un  nombre  doit  être  obtenu  en  combinant  d'autres 
nombres  par  voie  de  multiplication,  de  division,  d'élévation  à  des  puis- 
sances données  el  d'extraction  de  racines,  on  calcule  son  lu-arilhme  à 
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l'aide  d'additions,  de  soustractions,  de  multiplications  et  de  divisions; 
puis  on  remonte  du  logarithme  au  nombre  lui-même. 

432.  D'après  la  théorie  exposée,  les  nombres  plus  grands  que  i  ont 
seuls  des  logarithmes.  En  effet,  nous  avons  toujours  supposé  croissantes 
les  deux  progressions  qui  définissent  un  système  quelconque  de  loga- 
rithmes. 

Si  la  progression  par  quotient  considérée  était  décroissante,  on  pourrait 
encore  regarder  les  deux  progressions  comme  constituant  un  système  de 
logarithmes.  Seulement,  dans  un  pareil  sysième,  la  base  serait  plus  petite 
que  I  ;  les  nombres  plus  petits  que  i  auraient  chacun  un  logarithme, 
tandis  que  les  nombres  plus  grands  que  i  n'en  auraient  pas. 

L'Algèbre,  à  l'aide  de  considérations  qui  lui  sont  propres,  attribue  des 
logarithmes  à  tous  les  nombres,  quelle  que  soit  la  base  du  sysième  adopté. 
Cette  extension  apporte  de  notables  simplifications  aux  calculs  logarith- 
miques, mais  les  principes  sur  lesquels  elle  repose  ne  sont  pas  du  do- 
maine de  l'Arilhmétique,  et  nous  ne  devons  pas  en  faire  mention. 

Il  faut  donc  que  les  nombres  considérés  soient  plus  grands  que  i,  ainsi 
que  le  résultat  même  de  l'opération  qu'on  veut  effectuer,  pour  qu'on  puisse 
appliquer  les  notions  précédentes. 

On  peut  toujours  faire  en  sorte  que  la  première  condition  soit  remplie. 
En  effet,  si  l'on  a  à  multiplier  ou  à  diviser  par  un  nombre  n  plus  petit 
que  I,  on  remarijue  que  la  mulliplication  ou  la  division  par  a  équivaut  à 

la  division  ou  à  la  multiplication  par  -,  nombre  plus  grand  que  i  et  qui  a, 
par  conséquent,  un  logarithme.  On  peut  ajouter  qu'un  nombre  plus  petit 
que  I  pouvant  être  mis  sous  la  forme  fractionnaire  ^j  où  rt  et  ^  repré- 
sentent des  nombres  plus  grands  que  i,  on  évite  ainsi  toule  difficulté. 

Quant  à  la  seconde  condition  imposée,  si  le  nombre  à  calculer  est  plus 
petit  que  i,  on  le  multiplie  par  une  puissance  de  lo  dont  l'exposant  n, 
qu'on  laisse  indéterminé,  est  supposé  tel,  que  le  produit  obtenu  devienne 
plus  grand  que  i.  On  prend  alors  le  logarithme  de  ce  produit,  on  revient 
au  logarithme  au  nombre,  et  l'on  divise  le  résultat  par  lo". 

433.  Exemple  I.  —  On  demande  de  calculer  par  logarithmes  le  pro- 
duit 3,141593  X  0,98690. 

Soit  P  le  produit  cherché.  Le  multiplicateur  seul  est  moindre  que  i,  el 
peut  être  mis  sous  la  forme  — — —'  On  a  donc 

_  3,141593  X  9,8696 
10 

Comme  P  est  évidemment  plus  grand  que  i ,  on  a,  à  cause  de  log  10   - 1 , 

logP  =  log3, 141593  -I-  log9,8696  —  i. 


THÉOIUE  ÉLÉMENTAIRE  DES  LOGARITHMES.  asî 

V'oici  l'indication  du  calcul  : 

log3,i4i593 0,4971499 

log9,8696 0,9942996 

logP 0,4914495 

P 3,1006-28 

43i.  Exemple  IL  —  On  demande  de  calculer  le  quotient  de  o  .ZiZZo^^ 
par  0,98696. 

Soit  0  le  quotient  cherché.  Le  dividende  et  le  diviseur  étant  tous  deux 
moindres  que  i,  on  les  multiplie  par  10,  et  l'on  a 

P^      3, 183098 
^~  ~^^' 

Comme  Q  est  plus  petit  que  i,  on  écrit  alors 

,,  „       10"  X  3,  i83oc)8 

Q  X  10"  = —-7. — '—  ^ 

9,6696 

d'où 

logQ  X  10"  =  /^  -T-  log3, 183098  —  log9,869G. 

Voici  l'indication  du  calcul  : 

n  -f-  log3, 183098 «  --  0,5028499 

log9,8696 0,9942996 

logQ  X  10" n  —  i-i- o,5o855o3 

Q  X  10" o, 32201 52  X  10" 

Q o, 3225 I 52 

435.  Exemple  III.   —  On  demande  de  calculer  la  racine  cimjuième 
de 


Soit  R  cette  racine  cinquième.  On  a  (389) 

R  étant  moindre  que  i,  il  faut  écrire 

,,  „        I  o"  X  1/  -^^ 

Rx  10"=  — ■  _       1 

d'où  _ 

logR  X  10"  =  /?  -H  log  ^2'  —  log  ^3' . 

D'ailleurs 

log  J/ 2'  =  4  log  2':--^^  log  2; 
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logî/?-ilog3'=|log3. 

11  en  résulte 

7  7 

logR  X  lo"  =  Il  H-  jloga  —  jlogS. 

Voici  l'indication  du  calcul  : 

n 

n  -+-  T  10^2 /?  -^  o,4ai4  î^o 

D 

|log3 0,6679698 

logU  X  10" n  —  I -F- 0,7534722 

R  X  1  o" o ,  506855  x  1  o" 

R o, 566855 


LIVRE  I.  -  LES  iNOMBRES  ENTIERS. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


LIVRE  PREMIER. 

LES  NOMBRES  ENTIERS. 


i.  Deux  nombres  étant  donnés,  on  calcule  leur  somme  et  leur  diffé- 
rence. Quels  résultats  doit-on  trouver,  en  ajoutant  la  somme  et  la  diffé- 
rence obtenues  ou  en  les  retranchant  l'une  de  l'autre? 

2.  Convertir  17  jours,  i5  heures, 3;  minutes,  27 secondes,  en  secondes. 

3.  Une  fontaine  débite  45  litres  d'eau  par  seconrle  ;  quel  est  son  débit 
en  3  heures,  i5  minutes,  17  secondes? 

4.  Un  marchand  veut  expédier  des  boîtes  carrées  ayant  i  centimètre 
de  longueur,  i  centimètre  de  largeur  et  i  centimètre  de  hauteur;  il 
n'a  à  sa  disposition  qu'une  caisse  dont  la  longueur  est  de  98  centimètres, 
la  largeur  de  87  centimètres  et  la  hauteur  de  76  centimètres.  On  de- 
mande combien  de  boîtes  il  pourra  placer  dons  sa  caitse. 

y.  Un  marchand  a  acheté  une  pièce  de  drap,  longue  de  Go  mètres,  au 
[)rix  de  i3  francs  le  mètre.  Il  revend  42  mètres  de  cette  étoffe  au  prix  de 
iG  francs  le  mètre,  mais  il  est  obligé  de  donner  ce  qui  reste  à  9  francs  le 
mètre.  On  demande  le  gain  du  marchand. 

G.  De  combien  diminue  le  produit  de  deux  facteurs,  lorsqu'on  aug- 
mente le  plus  grand  et  qu'on  diminue  le  plus  petit  d'une  unité? 

7.  Un  livre  comprend  4/8  pages  d'impression  renfermant  cliacune  en 
moyenne  42  lignes;  chaque  ligne  comprend  elle-même  en  moyenne 
53  lettres;  combien  ce  livre  conlicnt-il  de  lettres? 

8.  La  distance  de  Paris  à  Lyon  étant  de  5i2  kilomètres,  en  combien  do 
temps  sera-t-elle  parcourue  par  une  locomotive  faisant  en  moyenne  42  ki- 
lomètres par  heure? 

9.  Le  puits  artésien  de  Grenelle  fournit  environ  924  mètres  cubes 
d'eau  par  24  heures  :  en  combien  de  temps  pourrait-il  remplir  un  réjcr- 
voir  d'une  capacité  égale  à  9842G57  litres? 
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10.  Quand  on  divise  successivement  deux  nombres  par  leur  différence 
les  deux  quotients  ne  diffèrent  que  d'une  unité  et  les  deux  restes  obtenus 
sont  égaux  entre  eux. 

il.  Convertir  loooooo  de  secondes  en  minutes,  les  minutes  trouvées 
en  heures  et  les  heures  en  jours. 

12.  La  distance  delà  Terre  au  Soleil  est  d'environ  38oooooo  de  iieuos 
de  4ooo  mètres  chacune.  La  lumière  emploie  8™  8'  pour  arriver  du  Soleil 
à  la  Terre  :  on  demande  combien  de  lieues  elle  parcourt  en  une  seconde. 

13.  La  circonférence  de  la  Terre  contient  40000000  mètres;  on  de- 
mande la  longueur  d'un  degré,  d'une  minute,  d'une  seconde  de  cette  cir- 
conférence. La  circonférence  d'un  cercle  renferme  36o  degrés,  le  degré 
Go  minutes  et  la  minute  60  secondes. 

14.  Deux  mobiles  sont  actuellement  distants  de  70686  mètres,  et  ils  se 
meuvent  l'un  vers  l'autre;  le  premier  parcourt  )o  mètres  et  le  second 
8  mètres  par  minute  :  on  demande  dans  combien  de  temps  les  deux  mo- 
biles se  rencontreront. 

15.  Une  division  ayant  été  effectuée,  on  divise  le  dividende  par  le  quo- 
tient obtenu  et  l'on  demande  dans  quel  cas  on  trouvera  pour  quotient  et 
pour  reste,  dans  cette  deuxième  opération,  le  diviseur  et  le  reste  de  la 
première  division. 

16.  Une  division  ayant  été  effectuée,  on  la  recommence  après  avoir 
augmenté  le  diviseur  d'une  unité  :  on  demande  dans  quel  cas  les  deux 
opérations  donneront  le  même  quotient. 

17.  La  somme  de  deux  nombres  est  1892,  et  leur  dinérence  est  598: 
quels  sont  ces  deux  nombres? 

18.  Trouver  trois  nombres,  sachant  que  la  somme  des  deux  premiers 
est  37,  que  la  somme  des  deux  derniers  est  59,  et  que  celle  du  premier 
et  du  dernier  est  52. 
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LIVRE  IL 

LES  PROPRIÉTÉS  ÉLÉMENTAIRES  DES  NOMBRES. 


19.  Démontrer  que.  si  un  nombre  est  divisible  par  4,  la  somme  du 
chiffre  des  unités  et  du  double  du  cliiffre  des  dizaines  est  divisible  par  4. 
et  réciproquement. 

20.  Démontrer  que,  si  un  nombre  est  divisible  par  8,  la  somme  du 
chiffre  des  unités,  du  double  du  chiffre  des  dizaines  et  du  quadruple  du 
chiffre  des  centaines  est  divisible  par  8,   et  réciproquement. 

21.  Démontrer  que,  si  un  nombre  est  divisible  par  6,  la  somme  du 
chiffre  des  unités  et  du  quadruple  de  chacun  des  autres  est  divisible 
par  6,  et  réciproquement. 

22  Démontrer  que  les  conditions  de  divisibilité  des  nombres  par  999 
et  1001  sont  analogues  aux  conditions  de  divisibilité  par  9  et  11,  et 
qu'elles  n'en  diffèrent  qu'en  ce  que  les  tranches  de  trois  chiffres  qui  ex- 
priment les  diverses  unités  principales  jouent  ici  le  même  rôle  que  les 
simples  chiffres  à  Tégard  des  diviseurs  9  et  11.  Déduire  de  cette  considé- 
ration les  conditions  de  divisibilité  par  3;,  diviseur  de  999,  et  par  7  et  i3, 
diviseurs  de  ioof. 

23.  D.'^montrer  que,  si  l'erreur  commise  dans  la  multiplication  de  deux 
nombres  provient  de  ce  que  le  premier  chiffre  à  droite  de  l'un  des  pro- 
duits partiels  n'a  pas  été  écrit,  comme  il  convient,  sous  le  deuxième 
chiffre  à  droite  du  produit  partiel  précédent,  la  preuve  par  9  ne  pourra 
pas  indiquer  l'erreur.  Examiner  si  la  preuve  par  11  peut  toujours  mettre 
l'erreur  en  évidence. 

2i.  Démontrer  que  tout  nombre  premier  supérieur  à  3  est  un  multiple 
de  6  augmenté  de  i  ou  diminué  de  i. 

2o.  Démontrer  que  le  produit  de  trois  nombres  consécutifs  est  divisible, 
par  6. 

2G.  Démontrer  que  le  produit  de  cinq  nombres  consécutifs  est  divisible 
par  120. 

27.  Quelle  est  la  plus  haute  puissance  d'un  nombre  premier  toi  que  7, 
qui  divise  le  produit  des  1000  premiers  nombres'? 

28.  Démontrer  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
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ne  change  pos  quand  on  divise  l'un  d'eux  par  un  de  ses  diviseurs,  pourvu 
que  ce  diviseur  soit  premier  avec  Taulre  nombre. 

29.  Démoniror  que,  pour  avoir  le  plus  grand  commim  diviseur  de  trois 
nombres  A,  B,C,  il  suffit  de  cherclior  le  plus  grand  ccn;n.un  div"seur  r/ 
de  A  et  de  C,  puis  le  plus  grand  loninuin  divi.-eur  <-/' de  B  et  de  C,  puis 
enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  d  et  d' . 

30.  Démontrer  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
A  et  B  est  égal  au  nombre  des  multiples  de  B  contenus  dans  la  suite 

A,     Ax  2,     Ax3,...,     A  X  B. 

31.  Démontrer  que,  si  l'on  divise  le  plus  petit  commun  multiple  de  plu- 
sieurs nombres  par  chacun  de  ces  nombres,  les  quotients  que  l'on  ob- 
tient sont  premiers  entre  eux. 

3:2.  Démontrer  que,  pour  avoir  le  plus  petit  commun  multiple  de  trois 
nombres  A,  B,  C,  il  suffit  de  chercher  le  plus  petit  commun  multiple 
M  de  A  et  de  C,  puis  le  plus  petit  commun  multiple  M'  de  B  et  C,  puis 
enfin  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  ^I  et  M'. 

33.  Soient  N  un  nombre  formé  de  m  chiffres  g  et  A  un  nombre  formé 
de  /// chiffres  ou  d'un  moins  grand  nombre  de  chiffres.  (Si  cependant  A  a 
moins  de  m  chiffres,  il  faudra  écrire  un  ou  plusieurs  zéros  à  sa  gauche 
pour  compléter  le  nombre  m.)  Soient  A'  le  nombre  obtenu  en  enlevant  le 
premier  chiffre  à  gauche  de  A  pour  le  transporter  à  sa  droite,  A"  le 
nombre  obtenu  en  enlevant  de  môme  le  premier  chiffre  à  gauche  de  A' 
pour  l'écrire  à  sa  droite,  et  ainsi  de  suite.  Il  s'agit  de  démontrer  que 
tout  commun  diviseur  des  nombres  N  et  A  divise  aussi  les  nombres  A', 
A' 

Par  exemple  7,  qui  divise  999099  et  5-479475  divise  aussi  les  cinq  nom- 
bres 479472,  7947'^4,  947^47,  47^479)  724794- 

34.  Démontrer  que  le  carré  d'un  nombre  premier,  autre  que  2  et  3,  est 
égal  à  un  multiple  de  24  augmenté  d'une  unité. 

3o.  Dans  les  divisions  successives  qui  conduisent  au  plus  grand 
commun  diviseur  de  deux  nombres  donnés,  on  peut  prendre  indifférem- 
ment les  quotients  par  défaut  ou  par  excès.  On  peut  donc  faiie  en  sorte 
que  chaque  reste  soit  moindre  que  la  moitié  du  diviseur  coriespondant. 
Quelle  simplification  apporte-t-on  ainsi  à  ro[iération? 

30.  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  plus  grand  commun  di- 
viseur et  leur  plus  petit  commun  multiple.  — Discussion. 

3".  Trois  événements  se  reproduisent  iiériodiquement,  le  premier  tous 
les  i5  jours,  le  second  tous  les  11  jours,  le  troisième  tous  les  36  jouis. 
Ces  trois  événements  ont  lieu  ensemble  un  jeudi;  au  bout  de  combien  do 
jours  se  reproduiront-ils  de  même  ensemble  un  jeudi? 

38.  Si  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux.  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  leur  somn.e  et  de  leur  différeni  e  est  i  ou  2. 
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30.  Si  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même  de 
leur  somme  ou  de  leur  différence  comporée  à  leur  produit. 

40.  Les  nombres  premiers,  autres  que  2  et  3,  étant  tous  des  multiples 
de  6  augmentés  de  i  ou  diminués  de  i,  démontrer  qjiil  y  en  a  une  in- 
finité de  la  deuxième  espèce. 

On  fera  voir  qu'étant  donné  un  nombre  premier  p  égal  à  un  multiple 
de  6  diminué  de  i,  si  l'on  désigne  par  P  le  produit  de  tous  les  nombres 
premiers  1.2.3...  jusqu'à  /^,  la  différence  P  —  i  a  toujours  un  diviseur 
premier  supérieur  à  /->,  et  qui  est  un  multiple  de  6  diminué  de  i. 

41.  Les  nombres  prcmieis  autres  que  2  étant  des  multiples  de  4  aug- 
mentés de  I  ou  diminués  de  1,  démontrer  qu'il  y  en  a  une  infinité  de  la 
deuxième  espèce. 

42.  Si  a  et  b  sont  deux  nombres  non  divisibles  par  3,  a"  —  l'^  est  di- 
visible par  9. 

43.  Démontrer  que,  si  n  désigne  un  nombre  quelconque,  le  produit 
«  («  +1)  (2  rt-i-i)  est  divisible  par  6. 

44.  Démontrer  que,  si  ^  et  6  désignent  deux  nombres  premiers  entre 
eux,  a-h  b  ç{  tr  -1-  h^  —ah  ne  peuvent  avoir  d'autre  commun  diviseur 
que  3. 

4o.  Démontrer  que,  si  les  diviseurs  d'un  nombre  N  sont  écrits  les  uns  à 
la  suite  des  autres,  dans  l'ordre  de  leur  grandeur,  le  produit  de  deux  di- 
viseurs à  égales  distances  des  extrêmes  est  égal  à  N. 

46.  Trouver  !e  [)lus  petit  des  nombres  qui  ont  iSo  diviseurs. 

47.  De  combien  de  manières  différentes  peut-on  décomposer  un  nombrcN 
en  deux  fadeurs  premiers  entre  eux?  Démontrer  que  ce  nombre  do  ma- 
nières est  égal  à  2"  —  \,n  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  distincts 
deN. 

48.  Soient  c/,  Z),  a\  U  quatre  nombres,  p  un  cinquième  nombre  pre- 
mier avec  chacun  des  quatre  premiers.  On  demande  de  prouver  que,  si 
les  différences  nb  —  a' h'  et  (7  —  a'  sont  divisibles  par  />>,  la  différence 
b  —  b'  est  aussi  divisible  par  p. 

49.  Soient  A,  B,  G  trois  nombres,  D  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  A  et  B,  D'  celui  de  A  et  C,  D"  celui  de  B  et  C,  enfin  D'"  le  plus  grand 
commun  disiseur  des  trois  nombres  A,  B,  C.  Démontrer  que  le  pluspelit 
commun  multiple  de-  nombres  A,  B,  C  est  égal  au  quotient  ABCD'":  D  D'D". 

50.  Soient  A,  B,  C,  D  quatre  nombres,  P  leur  produit,  P'  le  produit 
des  six  [iks  grands  communs  civiseurs  de  ces  nombres  pris  deux  à  deux, 
P'  le  produit  des  quatre  plus  grands  communs  diviseurs  de  ces  nombres 
pris  trois  à  trois,  enfin  P'"  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  A,  B, 
C,  D.  Démontrer  que  le  plus  petit  commun  multiple  des  quatre  nonibics 
A,  B,  C,  D  est  égal  au  quotient  PP*  :  P'P'". 

S.  et  de  C.  —  Arlthin.  19 
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LES  FRACTIONS  ET  LES  NOMBRES  DÉCLMAUX. 


51.  On  a  soudé  bout  à  bout  trois  lames,  l'une  de  cuivre,  l'autre  de 
plomb,  la  dernière  d'étain,  de  même  largeur  et  de  même  épaisseur,  à  la 
température  de  la  glace  fondante.  A  cette  température,  la  lame  de  cuivre 
a  37  contimètres  de  longueur,  la  lame  de  plomb  49  cenliraèlres  et  la 
lame  d'étiiin  i4  centimètres.  On  élève  la  lame  tout  entière  à  la  tempéra- 
ture de  l'eau  bouillante,  et  l'on  demande  quelle  longueur  elle  atteindrii 

nlors.  On  sait  que,  de  o  à  100  degrés,  une  lam.e  de  cuivre  s'allonge  de  y— 

'"  JO'2 

de  sa  longueur  à  o  degré,  une  iame  de  plomb  de  —-5  une  lame  d'étain 

de-;-. 

4(3-.i 

52.  On  a  une  iame  formée  de  deux  autres  soudées  bout  à  bout,  l'une 
de  plomb,  l'autre  d'étain.  La  portion  plomb  a  45  centimètres  de  lon- 
gueur à  la  température  de  o  degré,  et  la  lame  totale  a  gS  centimètres  à 
la  température  de  100  degrés.  On  demande  de  calculer  la  longueur  de  la 
portion  ciain  de  la  lame  à  o  degré. 

r/,3.  Une  balle  élastique  rebondit  à  une  hauteur  qui  est  les  -  de  celle  d'où 

9 
elle  est  tombée.  Après  avoir  rebondi  trois  fois,  elle  s'élève  à  unehautem 

4 
(le  —  de  mètre  ;  de  quelle  hauteur  était-elle  tombée  d'abord? 
1 1  ' 

54-  Démontrer  que  la  somme  de  deux  fractions  irréductibles,  de  déno- 
minateurs dilîérents,  n'est  jamais  un  nombre  entier. 

■jo.  Dans  quel  cas  la  somme  de  trois  fractions  irréductibles  peut-elle 
être  un  nombre  entier? 

J5G.  Démontrer  que  les  fractions 

27      2727       272727 
99'     9999'     999999* 
sont  équivalentes. 

57.  Reconnaître  si  des  fractions  réduites  au  môme  dénominateur  ont 
été  réduites  au  plus  petit  dénominateur  commun. 
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yS.  Réduire  à  sa  plus  sim[)le  expression  la  fraction 

12  X  34  X  1G9 
5i  X  91  X  32 

On  opérera  la  réfiuction  demandée  sans  effectuer  préalablement  les  mul- 
tiplications indiquées. 

."59.  Quel  nombre  doit-on  ajouter  à  chacun  des  termes  de  la  fraction  ^ 

pour  que  la  nouvelle  fraction  obtenue  ne  diffère  pas  de  Tunité  de  ■ . 

1000 

60.  Étant  données  plusieurs  fractions,  trouver  d'autres  fractions  res- 
pectivement égales  aux  premières  et  telles  que  le  dénominateur  de  cha- 
cune d'elles  soit  égal  au  numérateur  de  la  suivante. 

6i.  Les  deux  aiguilles  d'une  montre  sont  sur  midi  :  à  quelle  heure  se 
fera  la  prochaine  rencontre  de&  aiguilles  ? 

62.  Trois  sources  alimentent  un  réservoir  :  la  première  et  la  deuxième 
coulant  ensemble  le  rempliraient  en  i5  heures;  la  deuxième  et  la  troisième. 
en  18  liourcs;  la  première  et  la  troisième,  en  12  heures.  On  demande  en 
combien  de  temps  le  réservoir  sera  rempli  :  1°  par  les  trois  sources  cou- 
lant ensemble  ;  2"  par  chaque  source  coulant  isolément. 

03.  Évaluer  -  d'heure  en  minutes,  secondes  et  fraction  de  seconde. 

(\i.  Kv.aluer  39  minutes  17  secondes  en  fraction  d'heure. 

G-j,  100  parties  de  poudre  de  guerre  renferment  y5  parties  de  salpêtre, 
12  parties  et  demie  de  charbon  et  12  parties  et  demie  de  soufre.  On  de- 
manf'e  quelle  est  la  composition  de  i3  kilogrammes  de  poudre. 

66.  On  a  760  kilogrammes  d'eau  salée  renfermant  4  F*iif  100  de  sel. 
On  demande  la  quantité  d'eau  qu'il  faut  faire  évaporer  pour  obtenir  une 
dissolution  saturée.  On  sait  qu'une  dissolution  saturée  renferme  27  pour  100 
de  sel. 

67.  Une  personne  remplit  son  verre  de  vin  pur  et  en  boit  le  quart,  elle 
achève  de  le  remplir  avec  de  l'eau  et  en  boit  le  tiers,  elle  achève  de  le 
remplir  avec  de  l'eau  et  en  boit  la  moitié;  elle  achève  enfin  de  le  remplir 
avec  de  Foau  et  boit  le  verre  entier.  On  demande  ccmbien  elle  a  bu  d'eau 
et  de  vin  à  chaque  fois,  et  quelle  est  la  quantité  totale  d'eau  qu'elle  a  bue. 

68.  Un  tonneau  contient  210  litres  de  vin;  on  en  tire  45  litres  que  l'or 
remplace  par  une  quantité  ég;ile  d'eau  ;  on  tire  de  nouveau  45  litres  du 
mélange  que  l'on  remplace  par  une  quantité  égale  d'eau  ;  on  fait  une  troi- 
sième fois  la  môme  opération,  et  l'on  demande  combien  le  tonneau  con- 
tient alors  d'eau  et  de  vin. 

09.  Dans  quel  cas  le  quotient  de  deux  fractions  irréiiuctibies  peut- il  se 
réduire  à  un  nombre  entier? 

'0- 
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70.  Kîanl  donnics  plusieurs  fractions  irr(^diiclib!es,  on  demande  de  Iron- 
ver  la  fraction  irréductible»  la  plus  pctile  qui,  divisi'e  par  chacune  di  s 
fractions  proposées,  donne  des  quotients  entiers. 

71.  Un  marchand  achète  deux  pièces  d'étoffe  :  la  prenuère,  qui  a 
68  mètres  de  longueur,  coûte  i3''', 35  le  mètre;  la  seconde,  qui  a  87"™, 7 
de  longueur,  coûte  i  \^' ,1'^  le  mèire.  Comme  le  mfircliand  paye  comptarii, 
on  lui  fait  une  remise  de  G  pour  100  sur  le  prix.:  combien  aura-l-il  à 
payer? 

72.  Le  (iiamèlre  des  pièces  de  5  francs  est  o'",o37  :  combien  faut-il 
mettre  de  ces  pièces  bout  à  bout  pour  faire  une  longueur  de  100  mètres? 

73.  Domr.ntrGr  que  le  produit  do  deux  fractions  décima'es  périodiques 
sim[;les  moindres  que  l'unité  est  une  fraction  décimale  périodique  simple. 

7  i.  Convertir  ciiacune  des  fractions -^1  -z^  en  une  somme  de  fractions 

40     81 

ayant  pour  dér.omiinateurs  les  puissances  successives  de   12.  Les  deux 

sommes  cherchées  seront-elles  composées  d'un  nombre  limité  eu  d'un 

nombre  illim.ilé  de  fractions? 

7o.  Calculer  avec  dix  décimales  exactes  ie  produit  des  nombres 
0,43429448190325;.    .  010,693147180559945 

76.  Calculer  avec  dix  décimales  exactes  le  quotient  du  nombre 
0,301029995663981...  par  le  nombre  0,693147180559955. . .. 
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LIVRE  IV 

LES  NOxMBRES  INCOMMENSURABLES. 


77.  Démontrer  qu'un  nombre  entier  ne  peut  être  un  carré  parfait  si,  le 
cliifTre  des  unités  étant  6,  le  cliitTre  des  dizaines  est  pair;  ou  si,  le  chiffre 
des  unités  étant  i,  4  ou  9,  le  chiiTre  des  dizaines  est  impair. 

78.  Si  l'on  écrit,  les  uns  à  la  suite  des  autres,  les  chiffres  qui  repré- 
sentent les  dizaines  des  carrés  entiers  successifs  terminés  par  le  même 
chiffre  (i,  4,  6  ou  9),  la  suite  que  l'on  obtient  est  périodique,  la  période 
a  10  chiffres  et,  de  plus,  les  deux  chiffres  de  la  période  à  égales  distances 
do  ses  chiffres  e-ttrèmes  sont  égaux. 

79.  Démontrer  que  le  carré  d'un  nombre  impair  est  un  multiple  de  8, 
augmenté  de  i. 

80.  Démon irer  qu'un  nombre  impair  qui  est  la  somme  de  deux  carrés 
est  un  multiple  de  4,  augmenté  de  i. 

8L  Démontrer  qu'un  nombre  pair  qui  est  la  somme  de  deux  carrés  est 
un  multiple  de  8,  augmenté  de  2  ou  de  4. 

82.  Démontrer  (|ue  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs  est  égale 
à  «'. 

83.  Si  deux  ou  plusieurs  nombres  sont  f^^rmés  chacun  par  l'addition 
de  deux. carrés,  leur  produit  est  aussi  la  somme  de  deux  carrés. 

84.  Si  un  nombre  pair  est  la  somme  de  deux  carrés,  sa  moitié  est  aussi 
la  somme  de  deux  carrés. 

8").  Si  un  nombre  entier  divisible  par  5  est  la  somme  de  deux  carrés, 
le  cinquième  de  ce  nombre  est  aussi  la  somme  de  deux  carrés. 

86.  Si  un  carré  entier  est  égal  à  la  somme  de  deux  autres  (aS  =  16-1-9), 
l'un  des  trois  carrés  est  divisible  par  5. 

87.  Qu^i'î  ori  a  déterminé  un  ou  plusieurs  chiffres  de  la  racine  carrée 
d'un  entier,  et  qu'on  veut  trouver  le  chiffre  suivant,  on  effectue  une  di- 
vision dont  le  quotient  est  le  chiffre  cherché  ou  un  chiffre  trop  fort.  On 
demande  de  démontrer  que,  si  le  nombre  déjà  écrit  â  la  racine  n'est  pas 
inférieur  à  5,  le  quotient  considéré,  s'il  est  plus  grand  que  le  chiffre  cher- 
ché, ne  peut  le  surpasser  que  d'une  unité. 
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88.  Soient  n  la  racine  carrée  à  une  unili'i  près  d'un  nombre  entier  N,  et 
R  le  reite  fouini  par  l'opération;  on  duinande  de  démontrer  que  :  i"  la 

R  —  n 

somme  a  h est  supérieure  à  \/'S.  ;  2°  le  carré  de  «  -+ 


rt  X  2  a  X  j. 

passe  d'une  unité  au  plus  le  nombre  N  ;  3°  si  l'on  prend  celte  somme 

R 

a  H pour  valeur  de  \fs  ,  l'erreur  relative  est  moindre  que  • 

89.  Démontrer  que  si,  à  la  racine  carrée  d'un  nombre  égal  à  i  aug- 
menté d'une  fraction  moindre  que  i,  on  substitue  l'unité  auj^mentée  de  la 
moitié  de  la  même  fraction,  l'erreur  relative  est  inférieure  à  la  huitième 
partie  du  carré  de  la  fraction. 

90.  Le  prix  d'un  diamant  étant  proportionnel  au  carré  de  son  poids, 
démontrer  qu'en  brisant  le  diamant  en  deux  morceaux  on  diminue  sa  va- 
leur, et  que  la  dépréciation  est  maximum  quand  les  deux  morceaux  ont 
des  poids  égaux.  Étendre  cette  proposition  au  cas  où  le  diamant  est  sé- 
paré en  un  nombre  quelconque  de  morceaux. 

91.  Démontrer  que,  si  le  reste  de  la  division  d'un  ncmbre  entier  par  3 
est  •!,  3,  4,  5,  G  ou  7,  ce  nombre  n'est  pas  un  cube  parfait. 

92.  Démontrer  qu'un  nombre  entier  ne  peut  être  un  cube  parfait  : 
1°  si,  le  chiffre  des  unités  étant  2  ou  6,  le  chiffre  des  dizaines  est  pair; 
•1°  si,  le  chiffre  des  unités  étant  4  ou  8,  le  chiffre  des  dizaines  est  impair; 
3°  si,  le  chiffre  des  unités  étant  5,  le  chiffre  des  dizaines  n'est  ni  2  ni  7. 

93.  Comment  peut-on  reconnaître  si  un  nombre  entier  donné  est  la 
différence  de  deux  cubes  consécutifs,  et,  dans  le  cas  où  il  en  est  ainsi, 
comment  peut-on  trouver  ces  deux  cubes? 

94.  Quand  on  a  déterminé  un  ou  plusieurs  chiffres  de  la  racine  cu- 
bique d'un  entier,  et  qu'on  veut  trouver  le  chiffre  suivant,  on  effectue  une 
divi-^ion  dont  le  quotient  est  le  chiffre  cherché  ou  un  chiffre  trop  fort.  On 
demande  de  démontrer  que,  si  le  nombre  déjà  écrit  à  la  racine  n'est  pas 
inférieur  à  10,  le  quotient  considéré,  s'il  est  plus  grand  que  le  chiffre 
cherché,  ne  peut  le  surpasser  que  d'une  unité. 

9o.  Les  deux  nombres  4897,85  et  235,786  sont  l'un  et  l'autre  affectés 
d'une  erreur  qui  peut  aller  jusqu'à  2  unités  de  l'ordre  du  dernier  chiffre, 
en  plus  ou  en  moins.  On  demande  de  trouver  le  produit  de  ces  deux 
nombres,  en  se  bornant  à  calculer  les  chiffres  sur  l'exactitude  desquels  on 
peut  compter. 

96.  Les  deux  nombres  5784,29  et  732,268  sont  l'un  et  l'autre  affectés 
d'une  erreur  qui  peut  aller  jusqu'à  3  unités  de  Tordie  du  dernier  chiffre, 
en  plus  ou  en  moins.  On  demande  de  trouver  le  quotient  de  ces  deux 
nombres,  en  se  bornant  à  calculer  les  chiffres  sur  l'exactitude  desquels 
on  peut  compter. 


LIVRE  IV.  —  LES  NOMBRES  LXCOMMENSURABLES.  '2ij5 

97.  Si  N  désigne  un  nombre  entier  dont  la  racine  cubique  a,  au  moins, 
2/2-1-2  chiffres;  si  a  désigne  le  nombre  formé  par  les  «  -h  2  premiers 
chiffres  de  ^N  suivis  de  n  zéros,  et  q  le  quotient  entier  de  la  division  de 
N  —  «'  par  3«',  on  a  y'N  =■  a  -^  q^  exactement  ou  à  moins  d'une  unité. 

98.  Calculer,  à  moins  de  0,00001,  le  carré  et  le  cube  du  nombre 

TT  =   3,14159265358979323846.  .  .  . 

99.  Calculer,  avec  la  plus  grande  approximation  possible.  !e  quo- 
tient  —^-i  le  nombre  §  avant  pour  valeur  9,80896. . . . 

T.' 

100.  Quelle  est  la  plus  grande  approximation  avec  laquelle  on  puisse 
calculer  le  carré  et  le  cube  du  nombre  g. 

101.  Calculer,  à  moins  de  0,00001,  le  quotient 

7:^  —  12---+-  24 

102.  Calculer,  à  moins  de  0,001. 


v1 


3  -T-  \  5 
103.  Calculer,  à  moins  de  0,000001,  les  expressions 

-7  (y'3  -f-vo  =t  \  5  — v''5  j, 
4 


2y6  ()UEST10NS  rilOIMSÉES. 


LIVRE  y. 

LES  MESURES  ET  LES  APPLICATIONS. 


lOi.  Calculer  le  prix  d'une  poulre  en  chêne  de  9",4o  de  longueur,  de 
o"',5i  de  largeur  et  de  o'",o5  d'épaisseur,  sachant  que  le  mètre  cube  de 
chêne  vaut  i44  francs. 

105.  Calculer  le  prix  d'une  conduite  en  fonte  ayant  35G  mètres  de  lon- 
gueur, suchant  que  les  tuyaux  qui  la  composent  ont  o'",-i(io  de  diamètre 
extérieur  et  o"',25i  de  diamètre  intérieur,  que  le  mètre  cube  de  fonte  pèse 
7200  kilogrammes,  et  que  le  kilogramme  delà  fonte  employée  vaut  of'',4o, 

dOG.  Pour  ensemencer  i  hectare,  il  faut  moyennement  204"', 8  de  blé; 
combien  faudrait-il  do  mètres  cubes  pour  ensemencer  i  kilomètre  carré?. 

107.  Quand  la  température  s'élève  de  zéro  à  100  degrés,  une  barre  de 
fer  de  1  mètre  augmente  de  0"",  001 25833,  une  barre  de  cuivre  de  i  mètre 
augmente  de  o"',ooi875oo,  et  une  barre  de  plomb  de  1  mètre  augmente 
de  o'",oo28GGG7.  Cela  posé,  on  a  soudi  ensemble  bout  à  bout  une  barre 
de  fer,  une  de  cuivre  et  une  de  plomb  ;  les  longueurs  de  ces  trois  parties 
à  zéro  sont  respectivement  de  a*", 079,  3™, 873  et  i",2i4.  On  demande 
de  calculer  la  longueur  totale  de  la  biirre  à  100  degrés,  les  données  étant 
supposées  exactes  à  une  demi-unité  près  de  l'ordre  du  dernier  chiffre. 

108.  On  demande  le  poids  de  l'air  déplacé  p  ;r  314*^",  09  de  fer.  On  sait 
que  le  poids  de  i  décimètre  cube  de  for  est  7''^, 788  et  que  1  litre  d'air 
pèse  i^"", 293 187. 

109.  On  demande  combien  il  y  a  de  confimèlres  cubes  dans  un  lingot 
d'or  valant  19754  francs.  On  sait  que  i  décimètre  cube  d'or  pose  i9''S,2G 
et  (pie  le  kilogramme  d'or  vaut  bioo  irancs. 

110.  Un  litre  de  charbon  pèse  i''^,33  :  combien  y  a-l-il  de  stères  dans 
80  quintaux  métriques  de  charbon? 

m.  L'aune  va'ait  ^•'''^'^''^^""'"lo^''^'''' 10^"'"'' \  on  demande  sa  longueur 
il  moins  de  1  millimètre. 

112.  Calculer  à  i  décilitre  près  la  capacité  de  3  muids,  i  fcuiilcîle, 
I  quartaut,  7  veltes,  6  pintes. 

113.  Évaluer  en  francs  une  somme  égale  à  84  livres,  12  sols,  8  deniers. 
11  i.  Évaluer  en  livres,  sols  et  deniers,  une  somme  égale  à  i32^',85. 


LIVRE  V.  —  LES  MESURES  ET  LES  APPLICATIONS.         21)7 

I  lo.  Un  mobile  parcourt  une  circonférence,  d'un  mouvement  uniforme, 
en  7'' 23™ 35';  on  demande  en  combien  do  temps  ce  mobile  larcourni  un 
yrc  de  5y°  ly' i^",j5. 

UG.  Combien  y  a-t-il  de  centimètres  cubes  dans  un  lingot  d'or  vniant 
8-235  francs,  sachant  que  l'or  pèse,  à  volume  égal,  19,^0  plus  que  l'eau, 
et  qu'il  vaut,  à  poids  égal,  i5,5  fois  plus  que  l'argent. 

117.  Démontrer  que  chacune  des  deux  proportions 

A  _  A'       A w  -+-  Cfi  _  X' /Il  -h  C'n 
C        C        ^./j  —  Cq       \' jj  —  C'y 

est  une  conséquence  de  l'autre  (  ///,  /?,  p,  q  désignent  des  nombres  quel- 
conques). 

118.  Démontrer  qu?,  si  les  quatre  termes  d'une  proportion  sont  écrits 
par  ordre  de  grandeur,  la  somme  des  extrêmes  est  plus  grande  que  la 
somme  des  moyens.  —  En  déduire  que  la  moj'enne  proportionnelle  de  deux 
nombres  est  moindre  que  leur  moyenne  arithmétique. 

1 19.  Démontrer  que,  dans  une  suite  de  rapports  égaux,  la  racine  carrée 
de  la  somme  des  carrés  des  antécédents  est  à  la  racine  carrée  de  la  somme 
des  carrés  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquent. 

120.  Dé;r.ontrer  que  les  quatre  sommes  obtenues  en  ajoutant  deux 
projiortions  terme  à  terme  ne  forment  une  nouvelle  proportion  que  dans 
les  deux  cas  suivants  :  1°  si  les  rapports  de  la  première  proportion  sont 
égaux  à  ceux  de  la  seconde  ;  'î"  si  le  rapport  d-^s  antécédents  ou  des  con- 
séquents de  la  première  est  égal  au  rapport  des  termes  correspondants  de 
la  seconde  proportion. 

121.  Deux  arcs  d'une  même  circonférence  comprennent  respectivement 
38°4i'3", 4  et  32*'  i5'  12", 8  :  quel  est  leur  rapport? 

1-22.  Si  trois  nombres  <7,  b,  r,  rangés  par  ordre  de  grandeur,  sont  tels 
iju'on  ait 

n  —  h       a 

ils  forment  une  proportion  luirinoniquc ;  le  nombre  b  est  alors  la  moyenne 
harmonique  entre  n  et  cqui  sont  les  deux  cxtrénœs. 

Cela  posé,  démontrer  que,  dans  toute  propo;tion  harmonique,  l'inverse 
de  la  moyenne  harmonique  est  égale  à  la  demi-somme  des  inverses  des 
deux  extrêmes, 

•123.  Démontrer  que,  dans  la  suite  indéfinie  1,  -,  -1  -i  -  >  •  •  • ,  trois 

■2045 

termes  consécutifs  quelconques  forment  une  proportion  harmonique. 

■12i.  La  valeur  actuelle  d  un  billet  est  la  somme  qu'on  reçoit  en  le  fai- 
sant escompter  avant  son  échéance.  Les  intérêts  produits  par  cette  somme 
jusqu'à  l'échéance  indiquée  constituent  rc'iCfw/Z-'/t'  en  de  l/:ns  ou  billet. 


2vj8  QUESTIONS  PUOPÛSEES. 

Cela  posé,  on  demande  de  trouver  les  deux  formules  qui  déterminent  la 
valeur  actuelle  et  l'escompte  en  dedans  d'un  billet  de  niontant  <7,  en  dési- 
gnant par  /•  le  taux  de  l'intérêt,  et  par/  le  nombre  de  jours  qui  restent  à 
courir  juscpi'à  l'écliéance.  —  Chercher  la  relation  qui  lie  l'escompte  com- 
mercial ou  escompte  en  dehors  et  l'escompte  en  dedans. 

123.  Le  nombre  des  vibrations  transversales  qu'une  corde  tendue 
exécute  dans  l'unité  de  temps  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  du  poids 
qui  la  tend,  et  inversement  proportionnel  à  sa  longueur,  à  son  diamètre, 
ainsi  qu'à  la  racine  carrée  de  sa  densité.  Cela  posé,  une  corde  de  cuivre 
ayant  o*",  3G3  de  longueur,  o"-,ooi5  de  diamètre  et  tendue  par  un  poids 
de  i3''s,35,  exécute  1999  vibrations  en  uneseconde  :  on  demande  combien 
de  vibrations  exécutera  une  corde  de  ]ilatine  de  o",45i  de  longueui-, 
o"',ooo25  de  diamètre,  tendue  par  un  poids  de  4"^, 49-  La  densité  du  cuivre 
est  8,8  et  celle  du  platine  21, 5. 

12G.  100  parties  de  l'alliage  des  caractères  d'imprimerie  contiennent 
80  parties  de  plomb  et  20  parties  d'antimoine  :  on  demande  combien  il 
entre  de  plomb  et  d'antimoine  dans  6^5,37  de  cet  alliage. 

127.  On  a  8''s,-25o  d'argenterie  au  titre  de  0,950:  on  demande  combien 
de  cuivre  il  faut  ajouter  pour  obtenir  unalliagc  propre  à  faire  de  la  mon- 
naie. 

128.  Une  personne  a  souscrit  trois  biilels,  l'un  de  Goo  francs  payable 
dans  4  mois,  le  deuxième  de  i5oo  francs  payable  dans  8  mois,  le  troisième 
de  700  francs  payable  dans  10  mois.  Elle  désire  remplacer  ces  trois  bil- 
lets par  un  billet  unique  à  l'échéance  d'un  an.  Quel  en  sera  le  montant, 
le  taux  de  l'mtérêt  étant  4,5  pour  100  par  an? 

129.  Un  billet  payable  dans  58  jours  a  été  escompté  au  taux  de  5  pour  100 
par  an  et  a  produit  1481'^'', 25.  On  demande  quelle  était  sa  valeur  nomi- 
nale. 

130.  Partager  un  nombre  en  plusieurs  parties  telles,  que  le  rapport  de 
chaque  partie  à  la  précédente  soit  égal  à  un  nombre  donné.  On  devra 
ramener  la  question  à  celle  du  partage  d'un  nombre  en  parties  propor- 
tionnelles à  des  nombres  donnés,  en  faisant  usage  de  la  solution  de  la 
question  60. 

131.  Trois  joueurs  conviennent  que  le  perdant  doublera  l'argent  des 
deux  autres.  Chaque  joueur  ayant  perdu  une  partie  dans  l'ordre  indiqué 
par  le  rang  des  joueurs,  il  reste  24  frunes  au  premier  joueur,  28  francs 
au  deuxième  joueur  et  14  francs  au  troisième.  Combien  chaque  joueur 
avait-il  d'argent  en  se  mettant  au  jeu? 


APPEKDICE. 
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132.  Démontrer  que,  si  l'on  a 

A  =  a^-^  a.^~  .  . .  r-  «,,,     B  =  (j^^^  0.,  —  . .  .  —  è„, 

et  que  les  nombres  <7,,  a.^,. . ..  a^,  soient  proportionnels  aux  nombres  A,, 
fcj, . . .,  Z»,,,  on  a  aussi 


V'A  X  13  =  v'a,  X  ^,  -H  y/'^/j  x  0.^  —  . . .  —  sja,^  x  b,^. 


133.  Démontrer  que  '""^"""^A  x  B  x  C  est  une  moyenne  entre  les  trois 
nombres "^A,  Ç^B,  ^C,  quels  que  soient  les  indices  /«,  «,  p. 

d34.  Démontrer  que  si,  dans  une  progression  par  quotient,  on  prend 
quatre  termes  tels,  qu'entre  le  premier  et  le  deuxième  il  y  ait  autant  de 
termes  qu'entre  le  troisième  et  le  quatrième,  les  quatre  termes  considérés 
forment  une  proportion. 

135.  Former  une  progression  par  différence  dont  fassent  partie  des 
nombres  donnés  «,  b,  c, 

13C.  Trouver  la  somme  des  /i  premiers  termes  de  la  suite 

137.  Démontrer  que  le  carré  de  la  somme  des  n  premiers  nombres 
entiers  est  éi^al  à  la  somme  des  cubes  de  ces  mêmes  nombres. 

On  vérifiera  le  théorème  pour  «  =  i,  «  =  2;  on  fera  voir  ensuite  que, 
si  le  théorème  est  vrai  pour  n  —  />>,  il  est  vrai  aussi  pour  n  ~  p-+- 1:  de 
là,  on  conclura  la  démonstration. 

138.  Démontrer  que  la  somme  des  //  premiers  termes  de  la  suite 

I  I  I 


'      2        2X3        2x3x4 
est  moindre  que  3,  quel  que  soit  n. 

139.  Démontrer  que,  dans  la  même  suite,  la  somme  d'autant  de  termes 
que  l'on  voudra  pris  après  le  n'""%  est  moindre  que  la  //'""  partie  de  ce 
//''""  teime. 

140.  Démontrer  que  le  rapport  des  logarithmes  de  deux  nombres  a  et  b 
est  constant,  quelle  que  soit  la  base  du  système. 


ioo  QUIÎSTIONS  PROPOSEES.  -  APPENDICE. 

En  déduire  que  les  logarilhmes  des  nombres,  dans  lo  sys!ème  dont  la 
base  est  B',  s'obtiennent  en  multi{)l,ant  par  un  môme  nombre  constant 
les  logarillimes  corresjiOndants  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  B. 

141.  Calculer  le  logarithme  d'un  nombre  N  dans  le  système  dont  la 
biise  est  H.  On  prendra,  par  exemple, 

N  =:  lo,     B  ^  a,;  1828) 8. 

142.  Trouver  la  base  du  système  dans  lequel  un  nombre  donné  N  a 
pvur  iogariilime  un  autre  nombre  donné  n. 

On  distinguera  le  cas  où  /?  est  commensurable,  et  celui  cù  //  est  in- 
commensurable. On  prendra  pour  exemples  : 

1"  N  —  y/5,     n  =  yj-. 

143.  Combien  faut-il  prendre  de  facteurs  dans  la  suite  naturelle  de 
nombres  entiers  i,  -j.,  3,4,.--:  pour  obtenir  un  produit  supérieur  à  un 
nombre  donné,  à  lo'""  par  exemple? 
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NOTE  I. 

SUR  LES  DIFFÉRENTS  SYSTÈMES  DE  NUMÉRATION. 


PRINCIPES  SUR  LESQUELS   REPOSE  UN  SYSTÈME  QUELCONQUE 
DE  NUMÉRATION. 

Toi:l  système  de  numération  est  fondé  sur  rem[)!oi  d'unités  de  divers 
ordres,  dont  chacune  conlienl  la  précédente  un  même  nombie  que!cor.qt:e 
de  fois. 

Le  nombre  d'unités  de  chaque  ordre  nécessaire  pour  former  une  unité 
(le  l'ordre  suivant  est  la  base  du  système  de  numéiation. 

Le  système  dont  la  base  est  dix  est  universellement  adopté,  et  nous  en 
avons  constamment  fait  usage  à  l'exclusion  de  tout  autre;  toutefois  la 
considération  des  divers  systèmes  de  numération  est  souvent  utile;  aussi 
c.'oyons-nous  devoir  entrer  dans  quelques  détails  à  ce  sujet. 

La  base  d'un  système  de  numération  doit  être  au  moins  égale  à  deux , 
ciir  si  l'on  prenait  un  pour  base,  les  unités  des  divers  ordres  seraitrU 
égaies  entre  elles,  et  il  n'y  aurait  pas,  à  proprement  parler,  de  sysicme 
de  numération. 

Quelle  que  soit  la  base  b  d\in  système  de  numération^  on  peut  dcrom- 
poser  un  nombre  entier  quelconque  en  diverses  parties  conijmsées  rcsj.er- 
tivcnic//t  (Tu  ni  tés  du  premier,  du  deuxième,. . .,  ordre,  en  nondnr  iirfr- 
rieur  à  b. 

Ce  principe  donne  le  moyen  d'écrire  tous  les  nombres  avec  b  carac- 
tères ou  chiffres,  dont  l'un  est  le  zéro  et  dont  les  autres  servent  à  dési- 
gner les  b  —  i  premiers  nombres.  Il  suiTit  effectivement  de  mainte  nir  la 
convention  suivante,  que  nous  avons  faite  en  e.vposant  la  numération  dé- 
cimale : 

Tout  chiffre  écrit  à  la  gauche  d'un  autre  exprime  des  unités  de  l' ordre 
immédiatement  supérieur  à  celles  de  cet  autre  chiffre. 

Si  la  base  b  d'un  système  de  numération  est  moindre  que  dix,  on  peut 
employer  pour  désigner  \es  b  —  \  premiers  nombres  les  chiffres 


jusqu'au  (/;— i)'"'".  On  peut  employer  ces  mêmes  chilTres  si  la  base  ^  est 
supérieure  à  dix,  mais  il  faut  aussi  leur  en  adjoindre  d'autres,  pour  dé- 


3o2  NOTE    I. 

signer  les  nombres  dix,  nnzc,  etc.,  jusquà  h  —  x.  Nous  emploierons,  n 
cet  effet,  les  lettres  de  l'alphabet  greo  a,  p,  7,. . . . 

Ainsi,  dans  le  système  dont  la  base  est  cIcilk,  et  qu'on  nomme  système 
binaire^  les  seuls  caractères  employés  sont 


Dans  le  système  octaval  (celui  dont  la  base  est  huit),  les  caractères 

employés  sont 

o.  I.  1.  3,  4ï  5,  G,  7. 

Dans  le  système  duodécimal  (celui  dont  la  base  est  douze),  les  carac- 
tères employés  sont 

o,   I,  2,  3.   4-  5.  6,  7,  8,  9,  a,  ^; 

y.  représente  dix,  et  ^  représente  onze. 

Dans  tout  système  de  numération,  la  base  et  ses  puissances  sont  repré- 
sentées par 

10,    100,    1000,    lOOOO 

DES  OPÉRATIONS. 

Quelle  que  soit  la  base  du  système  de  numération  adopté,  les  opéra- 
tions sur  les  nombres  s'exécutent  d'après  des  règles  toutes  semblables 
à  celles  qui  sont  relatives  au  cas  des  nombres  écrits  dans  le  système  dé- 
cimal. 

RÈGLE  POUR  ÉCRIRE,  DANS  UN  SYSTÈME  QUELCONQUE. 
UN  NOMBRE  ÉCRIT  DANS  LE  SYSTÈME  DÉCIMAL. 

Un  nombre  entier  N  étant  écrit  dans  le  système  décimal,  pour  l'écrire 
dans  le  système  dont  la  base  est  b  : 

1°  Si  N  est  </;,  on  repi'ésente  N  a  i<nde  du  chiffre  désis,néa  cet  effet  ; 

1°  Si  N  (?.f/>  b,  on  divise  N  par  h,  ce  qui  donne  un  quotient  N,  et  un 
reste  r^;  on  dvise  }^^par  b.  ce  qui  dn/me  un  /loureau  quotient  Nj  et  un 
nouveau  reste  r^.  On  continue  ainsi  à  diviser  chaque  quotient  obtenu  par  b, 
•usfpi'à  ce  qu'enfin  on  arrive  h  un  quotient  moindre  que  b.  Les  différents 

restes  obtenus  /•,,  r^, et  le  dernier  iptotient  sont  les  nombres  d'nnitcs 

ilu  premier,  du  deuxième ,  .  .  .  ,  ordre  du  nombre  N,  dans  le  système 
dont  la  base  est  b. 

En  effet,  N,  et  /•,  désignant  e  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  N 
'par  b.  r,  sera  le  chiffre  des  unités  du  premier  ordre  du  nombre  N  écrit 
dans  le  système  dont  la  base  est  h,  tandis  que  N,  sera  le  nombre  des 
unités  du  deuxième  ordre.  Si  N,  est  moindre  que  b,  pour  écrire  le  nombre  N, 
il  sulTira  de  placer  le  chiffre  (jui  représente  N,  à  gauche  de  celui  qui 
lepréseiilc  /•,.  Si,  au  conlraire,  N,  est  plus  grand  que  b,  et  que  N,  et  r^ 
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désignent  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  N,  [lar  /;,  il  est  évident 
que  Tj  sera  le  cliilï're  des  unités  du  deuxième  ordre  du  nombre  N  écrit 
dans  le  système  dont  la  base  est  b\  tandis  que  Nj  sera  le  nombre  des 
unités  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Exemple.  —  Le  nombre  N=  Sôygg  étant  écrit  dans  le  système  déci- 
mal, on  demande  de  l'écrire  dans  le  système  duodécimal. 

On  dispose  ro[)ération  comme  il  suit  : 


56799 

12 

12 

87 

4733 
ii3 

3 

39 
3 

34 
10 

12 

32 

8 

12 

2 


Les  restes  obtenus  dans  l'opération  sont  3,  5.  10  ou 
q  'otient  est  2;  par  suite,  le  nombre  N  s'écrira 


8  ;  le  dernier 


28  y.  53 


dans  le  svstème  duodécimal. 


RÈGLE  POUR  ÉCRIRE  DANS  LE  SYSTÈME  DÉCIMAL  UN  NOMBRE 
ÉCRIT  DANS  UN  SYSTÈME  QUELCONQUE. 

Un  nombre  N  étant,  écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  b;  pour 
récrire  dans  le  système  décimal,  on  écrit,  dans  ce  dernier  système,  les 
nombres  que  représentent  les  cliiffres  de  N  à  partir  de  la  droite,  et  on  les 
multiplie  respectivement  par  les  nombres  \,  h,  b^,  b^ ■,••■,  écrits  dans  le 
système  décimal.  On  ajoute  ensuite  tous  ces  produits. 

En  efTet,  en  formant  les  produits  dont  il  est  question,  on  obtient,  dans 
I;;  système  décimal,  les  diverses  parties  qui  composent  le  nombre  N.  En 
ajoutant  ensuite  ces  produits,  on  reproduit  le  nombre  N  dans  le  système 
décimal. 

Exemple.  —  La  nombre  N  =  28x  53  étant  écrit  dans  le  système  duodé- 
cimal, on  demande  de  Pécrire  dans  le  système  décimal. 

Voici  le  détail  des  o|)érations  : 


3  .. 

.  3  X  I 

12 

60  .. 

5x12 

12'=  144 

i44o  •• 

.  10x12' 

12'=  1728 

13824  .. 

.    8X12-^ 

12'  =  2073G 

41472  .. 

.    2X12 

5G79C 


N 


Le  nombre  N  s'écrit  donc  06799  '^^'*"S  le  système  décimal. 
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RÈGLE  POUR  ÉCRIRE,  DANS  UN  SYSTÈME  QUELCONQUE, 
UN  NOMBRE  ÉCRIT  DANS  UN  AUTRE  SYSTÈME  QUEL- 
CONQUE. 

Un  nombre  N  vtanl  écrit  dans  le  système  dont  la  hase  est  un 
nombre  b  autre  que  lo,  pour  récrire  dans  le  système  dont  la  base  est  un 
nombre  b'  autre  que  i  o,  on  commence  par  écrire  le  nombre  N  dans  le 
système  décimal,  en  suivant  In  règle  précédente  ;  ensuite  on  l 'écrit  dans 
le  système  dont  la  base  est  b' ,  en  su'vant  la  première  règle. 

Remarcjue.  —  L'une  quelconque  des  règles  que  nous  avers  donnéos 
pour  passer  du  sysième  décimal  à  un  système  quelconque  et  d'un  sys- 
tème (luelconque  au  système  décimal,  peut  être  employée  pour  pa?ser  du 
système  b  au  système  b' ,  quels  que  soient  b  et  b'.  Seulement  les  calculs 
auxquels  on  serait  conduit  devraient  être  exécutés  dans  le  système  dont 
la  base  est  b  ou  dans  celui  dont  la  bise  est  b\  suivant  que  l'on  emploie- 
rait l'une  ou  l'autre  des  rleux  rè:^les.  Mais  cornue  on  n'a  pas  l'habitude  de 
ce  genre  d'opérations,  il  vaut  mieux  employer  la  troisiime  règle,  qu 
n'exige  que  des  calculs  exécutés  dans  le  sysième  décimal. 

DES  CONDITIONS  DE  DIVISIBILITÉ. 

La  plupart  des  propriétés  des  nombres,  <iue  nous  avons  exposées  dans 
le  Livre  deuxième,  sont  indépendantes  de  tout  sysième  adopté  peur  écrire 
les  nombres.  Il  n'y  a  guère  d'exception  à  faire  qu'à  l'égard  des  conditions 
de  divisibilité.  ElTectivement,  les  théorèmes  démontrés  aux  n°'  83  et  sui- 
vants sont  spécialement  relatifs  au  système  décimal;  mais  des  raisonne- 
ments, identiques  à  ceux  dont  nous  avons  f.iii  usage  pour  établir  ces  théo- 
rèmes, conduisent  aux  propriétés  suivantes,  relatives  à  un  sysème  de 
nuniéialion  quelconque  dont  la  base  est  désignée  par  b  : 

1°  Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  un  diviseur  Ô  de  b  est  le 
même  que  le  r<  ste  de  la  division  de  son  premier  chiffre  à  droite  par  9. 

a"  Le  reste  île  la  division  d'un  nombre  par  une  puissance  9'"  d'un  divi- 
seur de  b  est  le  même  que  le  reste  de  la  division  par  Ô'"  du  nombre  formé 
par  ses  m  derniers  chiffres  à  droite. 

3°  Le  reste  de  la  division  d^un  nombre  par  b  —  i ,  mi  par  un  diviseur  0 
de  b  —  ï,  est  le  même  que  le  reste  de  la  division,  par  b  —  i  ou  par  0,  de  la 
somme  de  ses  chiffres. 

En  particulier  : 

Pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  b  —  i  ou  par  un  diviseur  9  de  b  —  i, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  de  ses  chUfres  soit  divisible  par  b  —  i  ou 
lar  0. 

4°  Le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  b-i-\,  ou  par  un  diviseur  0 
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de  b-hi,  est  le  même  que  le  reste  de  la  division,  par  b  ^-i  ou  par  0,  de 
l'excès  de  la  somme  des  chiffres  de  rang  impair,  à  partir  de  la  droite 
sur  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair. 

En  particulier  : 

Pour  (ju'u/i  nombre  soit  divisible  par  b  +-i  ou  par  un  diviseur  9  de 
1)  -{-i,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  chiffres  de  rang  impair  soit 
égide  à  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair,  ou  bien  que  la  différence  de 
ces  deux  sommes  soit  divisible  par  b-h  i  ou  par  9. 

DES  FRACTIONS  ANALOGUES  AUX  FRACTIONS  DÉCIMALES. 

Dans  le  système  dont  la  base  est  b,  les  fractions  dont  le  dénominateur 
est  une  puissance  de  b  peuvent  s'écrire  à  la  manière  des  nombres  entiers. 
Elles  remplacent  les  fractions  décimales  de  notre  système. 

A  l'aide  d'un  raisonnement  identique  à  celui  dont  nous  avons  fait  usage 
au  n"  201,  on  démontre  ce  théorème  : 

Pour  qu'une  fraction  irréductible  puisse  être  cotivertie  en  une  fraction 
ayant  pour  dénominateur  une  puissance  de  la  base,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  dénominateur  ne  renferme  que  des  facteurs  premiers  de  la  buse. 

Lorsqu'une  fraction  ne  satisfait  pas  à  cette  condition,  on  peut  former 
une  suite  de  fractions  qui  en  approchent  indéfiniment  et  dont  les  dénomi- 
nateurs sont  les  puissances  successives  de  la  base;  ce  qui  conduit  à  la 
considération  de  fractions  illimitées,  nécessairement  périodiques,  et  ana- 
logues aux  fractions  décimales  périodiques. 

Le  retour  d'une  fraction  périodique  à  la  fraction  génératrice  s'effectue 
par  des  procédés  semblables  à  ceux  qui  ont  été  décrits  aux  n°'  210  et 
suivants.  On  peut  aussi  établir  ces  deux  théorèmes,  analogues  à  ceux  des 
n""  206  et  207  : 

Lorsque  le  dénominateur  d^ine  fraction  irréductible  ne  renferme 
aucun  facteur  de  la  base,  cette  fraction  engendre  une  fraction  pério- 
dique simple  i 

Lorscjue  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible  renferme  l'un  des 
facteurs  de  la  base  avec  d'autres  facteurs  premiers,  la  fraction  engendre 
une  fraction  périodique  mixte  ;  et  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie 
non  périodique  est  égal  au  plus  grand  des  exposants  des  facteurs  de  la 
base  contenus  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  irréductible. 

USAGES  DES  DIFFÉRENTS  SYSTÈMES  DE  NUMÉRATION. 

La  considération  des  différents  systèmes  de  numération  peut  servir  à 
établir  très-simplement  diverses  propriétés  des  nombres. 

Par  exemple,  de  la  possibilité  d'écrire  un  nombre  quelconque  dans  le 
système  binaire,  résulte  immédiatement  ce  théorème  : 

S.  et  de  C,  —  Arithm.  'XQ 
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Tout  nombre  entier  est  une  somme  de  puissances  de  'j.  distinctes,  ou  une 
somme  de  puissances  de  -i  augmentée  de  i . 

Quand  on  élablitla  condition  de  divisibilité  par  b  —  i  ou  par  Z>-+-i  d'un 
nombre  écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  b,  on  démontre  : 

i"  Que  /'"'est  un  multiple  do  b  —  i  augmenté  de  i  ; 

2°  Que  i'"  est  un  multiple  de  /v  -f-i  augmenté  ou  diminué  de  i,  suivant 
que  m  est  pair  ou  impair. 

On  conclut  de  là  cos  deux  théorèmes  : 

1°  b""  —  i  es!  divisible  par  b  —  i,  quel  t/ue  soit  b  ; 

2°  b'"  —  I  ou  b'"  -h  I  est  divisible  par  b  -i-  i,  selon  que  m  est  pair  ou 
impair. 

Nous  donnerons  un  dernier  exemple  fort  remarquable. 

Un  nombre  étant  écrit  dans  le  système  décimal,  si  on  le  partage  en 
tranches  de  trois  chiffres  à  partir  de  la  droite,  les  diverses  tranches  ex- 
primeront des  unités  de  mille  en  mille  fois  plus  grandes,  et  l'on  est  dans 
le  même  cas  que  si  le  nombre  était  écrit  dans  le  système  dont  la  base 
est  looo.  Cela  posé,  comme  Sy  est  un  diviseur  de  looo  — i,  et  que  7 
et  i3  sont  des  diviseurs  de  1000 -i-i,  on  a  Immédiatement  la  démonstra- 
tion des  deux  théorèmes  suivants  : 

Pour  obtenir  le  reste  de  la  division  j)ar  87  cVun  nombre  écrit  dans  le 
système  décimal,  on  peut  décomposer  le  nombre  en  tranclics  de  trois 
chiffres  a  partir  de  la  droite,  faire  ensuite  la  somme  des  nombres  qui 
composent  ces  tranches,  et  prendre  le  reste  de  la  division  de  cette  somme 
par  37  ; 

Pour  obtenir  le  leste  de  la  division  par  7  ou  par  i3  d'un  nombre  écrit 
dans  le  système  décimal,  1°  on  décompose  le  nombre  en  tranches  de  trois 
chiffres  h  partie  de  la  droite  ;  2°  on  fait  la  somme  des  nombres  qui  compo- 
sent les  tranches  de  rang  impair  et  la  somme  des  nombres  qui  composent 
les  tranches  de  rang  pair  ;  3"  on  retranche  la  seconde  somme  de  la  pre- 
mière augmentée,  s'il  est  nécessaire,  d'un  multiple  de  7  ou  de  1 3  ;  4"  on 
prend  le  reste  de  la  division  par  7  ou  par  1 3  de  l'excès  obtenu. 


NOTE  II. 

SUR  LA  THÉORIE  DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR. 


I.  Nous  nous  proposons  ici  d'établir  un  théorème  remarquable  dû  à 
M.  Lamé,  et  que  cet  illustre  géomètre  a  communiqué  à  lAcndémie  des 
Sciences  en  1844.  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 
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Le  nombre  des  divisions  à  effectuer,  pour  tromper  le  plus  grtind  com- 
mun diviseur  de  deux  entiers,  est  toujours  moindre  que  ci  ne/  fois  le  nombre 
des  chiffres  du  plus  petit  des  deux  entiers. 

II.  Considérons  la  suite  indéfinie 
[a]  I,  2,  3,  5,  8,       i3,  21,  34,  55,  89,       144,  233,..., 

dont  les  deux  premiers  termes  sont  i  et  2,  et  dans  laquelle  chacun  des 
autres  termes  s'obtient  en  ajoutant  les  deux  termes  précédents.  Nous  ap- 
pellerons groupe  l'ensemble  des  termes  de  cette  suite  qui  ont  un  même 
nombre  de  chiffres.  Ainsi  les  nombres  1,2,  3,  5,  8,  qui  n'ont  qu'un  seul 
chiffre,  formeront  le  premier  groupe  ;  les  nombres  i3,  21,  34, 55,  89,  for- 
meront le  deuxième  groupe;  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  le  groupe  de 
rang  A- comprendra  ceux  des  nombres  de  la  suite  [a)  qui  ont  k  chiffres. 
Cela  posé,  nous  établirons  d'abord  la  proposition  suivante: 

Un  groupe  quelconque  de  lu  suite  (  a  )  se  compose  de  quatre  ou  de 
cinq  nombres. 

En  effet,  soient  M  et  N  les  deux  derniers  des  termes  de  la  suite  [a]  qui 
sont  inférieurs  à  lo''""'.  Le  terme  qui  vient  après  N  est  M  -(-  N  ;  ce  nombre 
est  supérieur  à  lo*"',  par  hypothèse,  mais  il  est  moindre  que  2N  et,  à 
plus  forte  raison,  moindre  que  2  x  lo*"';  en  conséquence,  il  a  /■  chiffres. 
Les  nombres  de  la  suite  [a]  qui  composent  le  groupe  de  rang  k  seront 
donc  les  premiers  termes  de  la  suite 

M-^N,     M-+-2N,     2M4-3N,     3M  +  5N,     5M  +  8N,     8xM^-i3N,... 

Le  quatrième  nombre,  savoir  :  3M  -t-  5N,  est  inférieur  à  8N  et,  à  plus 
forte  raison,  inférieur  à  8  x  io*~'  ;  donc  ce  nombre  n'a  que  k  chiffres.  Le 
sixième  nombre  de  la  suite  précédente,  savoir  : 

8M-+-I3N     ou     Jo(M  +  N)-+-3N  — 2N, 

est  supérieur  àio(M-f-N);  il  a,  en  conséquence,  plus  de  k  chiffres. 
Donc  la  suite  [a]  contient  au  moins  quatre  nombres  de  /■  chiffres  et  au 
plus  cinq. 

Les  trois  premiers  groupes  de  la  suite  [a]  ont  cinq  termes,  mais  le 
quatrième  groupe  n'en  a  que  quatre.  Il  serait  aisé  d'établir  qu'après  un 
groupe  de  quatre  termes  viennent  au  moins  trois  groupes  de  cinq  termes 
el  au  plus  quatre;  mais  cette  proposition  ne  nous  est  pas  nécessaire,  et 
nous  nous  bornons  à  la  mentionner. 

m.  Soient  k  et  ^  deux  nombres  entiers^  Q  le  quotient  et  R  le  reste  de 
Indivision  de  A  par  B.  Si  A  et  B  tombent  l'un  et  l'autre  entre  deux  termes 
consécutifs  '^  et  M -t- N  de  la  suite  [a],  le  reste  R  ne  peut  tomber  entre 
N  ef  M  H-  N  ni  même  entre  M  et  N. 

En  effet,  on  a  R  =  A  —  BQ  ;  mais  A  est  inférieur  à  M  -r-  N,  tandis  que 

20. 


3o8  NOTE    III. 

13  est  supérieur  à  N;  d'ailleurs,  Q  est  au  moins  égal  à  i  et,  par  conséquent, 
R  est  inférieur  à  (M  -t-  N  )  —  N,  c'est-à-dire  à  M. 

Ce  résultat  subsisterait  encore  si  A  était  égal  à  M  +  N;  si  l'on  avait  à 
la  fois  A  =  M  H-  N,  B  =  N,  on  aurait  évidemment  R  =  M. 

IV.  Soient  A  et  B  deux  nombres  entiers  et  R,,  R,,. . . ,  R„,  les  restes 
auxquels  conduit  la  recherche  de  leur  plus  grand  commun  diviseur,  de 
sorte  que  le  dernier  reste  R„  soit  ce  plus  grand  commun  diviseur.  Sup- 
posons que  le  plus  petit  des  nombres  donnés  B  tombe  entre  les  termes 
cotisécutifsM  et  N  de  la  suite  [a).  Soit 

(i)  I,     2,     3,     5,     8,...,     M,     N, 

cette  suite  (rt)  arrêtée  au  terme  N,  et  comparons-la  à  la  suite 

(2)  R,„    R„_„    R,,-,,...,    R„    B. 

D'après  ce  qui  précède,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  termes  de  la 
suite('i)  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (0<  ^t  q»^iand 
il  en  tombe  deux  dans  un  intervalle,  il  n'y  en  a  point  dans  l'intervalle 
précédent;  il  résulte  de  là  que  la  suite  (i)  contient  au  moins  un  terme  de 
plus  que  la  suite  (2).  Mais  si  /,•  désigne  le  nombre  des  chiffres  de  B,  N  a 
/ou  /i  ^- I  chitîres;  doncle  nombre  des  restes  R,,  R2,...  R„,  est  inférieur 
au  nombre  des  termes  de  la  suite  [û],  qui  n'ont  pas  plus  de  -^  chiffres. 
Ce  dernier  nombre  est  lui-môme  égal  ou  inféiieur  à  5/-,  et,  par  suite,  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  B  ne  peut  pas  donner 
lieu  à  plus  de  5k  divisions. 

Remarque.  —  Il  est  évident  que  notre  conclusion  subsiste  dans  le  cas 
où  les  nombres  donnés  A  et  B  sont  respectivement  égaux  à  N  et  M  ;  la 
suite  (i)  comprend  alors  les  mêmes  nombres  que  la  suite  (2),  mais  elle 
renferme  un  terme  de  plus  que  celle-ci. 


NOTE  III. 

SUR  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  ENTIERS. 


DES  DIVISEURS  D'UN  NOMBRE.  -  SOMME  DE  CES  DIVISEURS. 

I.  Supposons  que  le  nombre  entier  N  ait  été  décomposé  en  facteurs 
premiers,  et  que  l'on  ait  trouvé 

N  =  a^ù^ct..., 
«,  h,  c,, . .,  étant  des  nombres  premiers  inégaux  et  a,  S,  7,...,  des  entiers 
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quelconques;  pour  avoir  tous  les  diviseurs  du  nombre  N,  il  suffit  d'écrire 
les  progressions  par  quotient 


», 

«, 

(7  ,  .  . 

.,       tl 

n  , 

I, 

h, 

ù\.. 

,0 —  I 

.,     b 

b\ 

I, 

c, 

'',-• 

^^ 

et  de  prendre  tous  les  produits  obtenus  en  multipliant  un  terme  de  la  pre- 
mière par  un  terme  de  la  deuxième,  puis  par  un  terme  de  la  troisième,  et 
ainsi  de  suite.  Cela  revient  à  dire  que  si  l'on  effectue  le  proùuit  des 
sommes 


I  4-  (7+  ^r-r-. 

..+  n- 

-^n    , 

,   4.    ^,   +   /;=_!_. 

..+  ù'- 

+  <'/, 

l-\-  r  -{-  r-  ~. 

..-hc'~ 

+  r\ 

le  résultat  obtenu  sera  une  somme  de  (a  +  i)  (S  -|-  i)  (7  +  i). . .  termes 
qui  seront  les  diviseurs  du  nombre  N,  en  comprenant  parmi  ces  diviseurs 
l'unité  et  le  nombre  N  lui-même.  La  somme  S  des  diviseurs  de  N  est  donc 
égale  au  produit  des  sommes  précédentes,  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
Iiaut,  on  a 

[a        —i;\ù        —ii\r       —\)... 


S  = 


(..-i)(Z>-i)(c-,; 


SUR  LES  RESTES  OBTENUS  EN  DIVISANT  PAR  UN  MÊME  DIVISEUR 
LES  TERMES  D'UNE  PROGRESSION  ARITHMÉTIQUE. 

II.  Théorème  I.  —  Les  nombres  n  et  b  étant  supposés  premiers  entre 
eux,  si  l'on  multiplie  par  b  les  ternies  de  la  pi-ogression  aiithiiiétique 

(i)  I,     2,     3,...,     («-0, 

et  que  l'on  divise  par  a  les  a  —  i  produits^  savoir  : 

(2)  b,     ib,     3b....,     {a  —  i) /;, 

on  obtiendra  pour  restes  les  a  —  i  termes  de  la  progression  [;),  dans  un 
certain  ordre. 

En  premier  lieu,  aucun  terme  de  la  progression  (2)  ne  peut  don- 
ner le  reste  zéro;  en  effet,  soit  mb  l'un  de  ces  termes;  a  étant  pre- 
mier avec  b,  si  ce  nombre  divisait  mb,  il  diviserait  aussi  m;  mais 
cela  est  impossible  puisque  a  est  supérieur  à  m.  En  second  lieu, 
deux  termes  de  la  suite  {2)  ne  peuvent  donner  des  restes  égaux  ;  en  effet, 
soient /7<'^  et  (m-{-m')b  deux  termes  de  la  suite  (2)  :  si  ces  termes  don- 
oaient  le  même  reste,  leur  différence  mb,  qui  est  elle-même  un  terme  de 
la  suite  (2),  donnerait  le  reste  zéro,  et  nous  venons  de  voir  que  cela  est  im- 
possible. Ainsi  les  restes  fournis  par  la  suite  (2)  sont  tous  différents  et 
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fucun  d'eux  n'est  zéro;  d'ailleurs,  ces  restes  sont  inférieurs  au  diviseui  a; 
donc  ils  ne  sont  autre  chose,  abstraction  faite  de  l'ordre,  que  les  termes 
de  la  suite  (i). 

TuÉORÈME  II.  —  Les  nombres  a  et  b  étant  supposés  premiers  entre 
eux  et  c  étant  un  entier  quelconque,  si  Von  divise  par  a  les  termes  de  la 
progression  arithmétique 

(l)  f,     c  +  b,     c  +  a/;,...,     c-\-[a  —  i)h, 

on  obtiendra  pour  restes,  abstraction  faite  de  l'ordre,  les  nombres 

[l)  O,       I,       2,       3,...,       («  —  l). 

Le  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  établir  le  théo- 
rème I  peut  être  appliqué  au  cas  actuel.  Soient  c  +  m'b  et  c  +  [m-\-  m')b, 
deux  termes  de  la  suite  (i),  leur  différence  mb  ne  peut  être  divisible 
par  «,  puisque  ce  nombre  est  premier  à  Z>  et  qu'il  est  supérieur  à  m\ 
donc  deux  termes  de  la  suite  (i)  ne  peuvent  donner  le  même  reste.  D'ail- 
leurs les  a  nombres  de  la  suite  (i)  fournissent  des  restes  inférieurs  au  di- 
viseur (7;  donc  ces  restes  sont  nécessairement  les  termes  de  la  suite  (a). 

Corollaire  I.  —  Il  y  a  dans  la  suite  (i)  autant  de  nombres  premiers 
à  a  que  dans  la  suite  (a). 

Cela  est  évident,  puisque  les  nombres  (a)  ne  diffèrent  respectivement 
des  nombres  (i)  que  par  des  multiples  de  a. 

Remarque.  —  Il  convient  de  remarquer  aussi  que  tous  les  termes  de  la 
suite  (i)  sont  premiers  à  b,  lorsque  t>  et  c  sont  premiers  entre  eux.  Au 
contraire,  lorsque  ^  et  c  ont  un  diviseur  commun  autre  que  l'unité,  il  n'y 
a  dans  la  suite  (i)  aucun  nombre  premier  à  b. 

Corollaire  II.  —  Si  a  et  b  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux, 
c  un  nombre  quelconque,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  a  tel  que 
c  -f-  a  é  soit  divisible  par  a. 

SUR  LE  NOMBRE  QUI  EXPRIME  COMBIEN  IL  Y  A  DE  NOMBRES 
PREMIERS  A  UN  NOMBRE  DONNÉ  ET  NON  SUPÉRIEURS  A  CE 
NOMBRE. 

III.  Nous  représenterons  par  le  symbole  f  [a]  le  nombre  qui  exprime 
combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  a  et  non  supérieurs  à  a. 

Théorème.  —  Si  a  et  b  sont  des  nombres  premiers  entre  eux,  on  a 
<p  [ab)  =  V  («)  ?  (''-')• 

Les  ab  premiers  nombres,  écrits  dans  l'ordre  naturel,  peuvent  être  dis- 
posés comme  il  suit,  en  b  lignes  contenant  chacune  a  nombres  : 

I,  a,  3,...,  c,...,  a, 

«-I-1,  «H- a,  «+3,...,  a  +  c,...,  -xn, 

%a  +  i,  T.a-i-Q.,  2<7  +  3....,  la  +  c,...,  3a, 


(b  —  i)a  +  i,  {b  —  i)a+2    {b—i)a-^3,...,  {b-i)a-i-c,. 


ba. 
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Par  la  définition  du  symbole  7,  il  y  a  o{n)  nombres  premiers  à  a 
dans  la  première  ligne  horizontale,  et  il  y  en  a  un  pareil  nombre  dans 
chacune  des  lignes  horizontales  suivantes,  d'après  le  corollaire  I  du  n°  IL 
On  voit  aussi,  par  la  remarque  qui  suit  ce  corollaire,  que  les  termes  de 
la  colonne  verticale  qui  commence  par  c  sont  tous  premiers  ou  tous  non 
premiers  à  «;  d'où  il  résulte  qu'il  y  a,  dans  notre  tableau,  Z>^  {a)  nombres 
premiers  à  a,  et  que  ces  nombres  composent  ©  [a]  colonnes  verticales  du 
tableau.  Supposons  que  l'une  de  ces  colonnes  commence  par  c;  parmi  les 
b  nombres  qui  la  composent,  il  y  en  a  o{b)  qui  sont  premiers  à  ù  (n"  II, 
corollaire  I);  par  conséquent,  il  y  a  dans  le  tableau  o{a)  x  (f{b)  nombres 
qui  sont  à  la  fois  premiers  à  «  et  à  ^,  c'est-à-dire  premiers  au  pro- 
duit nb.  On  a  donc 

(S  [nb)  =  çp  [a]  (}(b). 

Corollaire.  —  Si  a,  b,  c,  d,...,  sont  des  nombres  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  on  a 

^  [abcd. .  .  )  =  ï-  (rt)  ç  (^)  (ï  (c  )  cp  (r/  ) . . . . 

En  effet,  puisque  les  nombres  «,  6,  c,  d,. . .,  sont  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  l'un  quelconque  de  ces  nombres  est  premier  avec  le  produit 
de  tous  les  autres  ou  de  quelques-uns  de  ceux-ci.  On  a  donc,  d'après  le 
théorème  qu'on  vient  d'établir, 

o  [abcd.  .  .]  =^  p  (n)  o  (bcd.  .  . ), 
o  [bcd.       .■  -  :  (ù[b]  <^  [cd.  ■  .  .), 

■^[cd..       :  -T  o[c)  (D[d ), 

o[d I  =  <»(<'/)  2'( ), 

et  en  multipliant  toutes  ces  égalités,    on  obtient  celle  qu'il  s'agissait 
d'établir. 

Problème.  —  Le  nombre  entier  N  étant  donné,  trouver  l'expression 

de  rf[]^]. 

Supposons  d'abord  que  N  ne  renferme  qu'un  seul  facteur  premier; 
soit 

N = «^ 

n  étant  un  nombre  premier  et  a  un  entier  quelconque.  Parmi  les  nombres 

I,     '1,     3,...,     N, 

les  seuls  qui  ne  soient  pas  premiers  à  N  sont  ceux  qui  sont  divisibles 
par  a;  ces  nombres  sont  donc 

a,     i(t,     3«,.  .  . ,      -  «; 

N 
leur  nombre  est  - ,  et  l'on  a  en  conséquence 
a 

<p(N)-N-^     ou     <p(N)  =n(^i-;J- 
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Considérons  maintcn;mt  le  cas  général,  et  soit 

N  =  rt    h  c' , 

tT,  è,  r,('tant  des  non.bres  premiers  inégaux,  et  a,  6,  y,,..,  des  entiers 

quelconques.  Comme  r<°',  b  ,  c\ . . . ,  sont  des  nombres  premiers  entre  e'ix 
deux  à  deux,  on  aura 

mais,  d'après  ce  qui  vient  d'ôlre  établi,  on  a 

donc 

„N)  =  N(,-l)(,-i)(,-i).... 
On  peut  écrire  aussi 

o{<rh\■\,,'^  =  ,r-'l!'~'?-\...[a-^)[b-^)[c-^).... 

Corollaire.  —  Soit  N  un  nombre  impair;  2  et  N  étant  premiers  entre 
eux,  on  a 

mais  y  (2)  est  égal  à  i;  donc 

(^(■iN)  =  (p{N). 

Remarque.  —  Les  formules  précédentes  exigent  que  l'on  admette  ^(i  )= i  ; 
ce  qui  a  lieu  avec  notre  définition  de  <p,  mais  ce  qui  n'aurait  plus  lieu  si 
l'on  définissait  'f  (r/)  en  disant  que  c'est  le  nombre  qui  marque  combien  il 
y  a  d'entiers  premiers  et  inférieurs  à  a. 

SUR  LA  SOMME  DES  NOMBRES  QUI  EXPRIMENT  RESPECTIVEMENT 
COMBIEN  IL  Y  A  DE  NOMBRES  PREMIERS  ET  NON  SUPÉRIEURS 
AUX  DIVERS  DIVISEURS  D'UN  NOMBRE  DONNÉ. 

l'v .  Le  nombre  donné  N  étant  décomposé  en  facteurs  premiers,  soit 

}i  =  Il    0   c 

Les  diviseurs  de  N  sont,  comme  on  l'a  vu,  les  termes  du  produit  obtenu 
en  multipliant  entre  elles  toutes  les  sommes 


Ce  produit  ayant  été  formé.  «;i  l'on  effectue  sur  chacun  de  ses  termes 
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I'opér:.tion  désignée  par»,  on  obtiendra  la  somme  S  des  nombres  qui  expri- 
ment combien  il  y  a  de  nombres  premiers  et  non  supérieurs  aux  divers 
diviseurs  de  N.  Mais  pour  exécuter  l'opération  désignée  par  ç>  sur  un  pro- 
duit de  facteurs  premiers  entre  oux  deux  à  deux,  il  suffit  d'exécuter  l'o- 
pération o  sur  chacun  des  facteurs;  on  aura  donc  S  en  multipliant  entre 
elles  les  sommes 

?(0  -+-?(«)  +  ? («')  +•  •  •+  ?^«"\ 
çp  (i) -I- <?  (6) -h  <?  (Z»^  )  + . . .  4- <P  i>^) , 
?  (i)  +  <f  (c)  +  ?  (c' ) +. .  .^  ? (c-'''). 


D'ailleurs  on  a 

?(')=!,     o[(;)  —  a —  -.,..  .,     'f{rn  =  a"'~' [a  —  i), 
la  première  des  somme»  précédentes  est  donc 

1  +  («  -  i)  +  {:i'-  a)  +  [a'  -  a',  -^. .  .+  W°'  -  a""-"'), 

ce  qui  se  réduit  à  a   ;  pareillement  les  sommes  suivantes  ont  pour  va- 
leurs ù°,  c',- . .,  d'où  il  résulte  que  l'on  a 

Ainsi,  Ifi  somme  n'es  nombres  qui  expriment  combien  il  y  n  respective- 
ment de  nombres  premiers  avec  les  diviseurs  d'un  nombre  donné  et  non 
supérieurs  à  ces  diviseurs,  est  précisément  égale  cm  nombre  donné. 

THÉORÈME  DE  FERMAT. 

V.  Si  a  est  un  entier  non  divisible  par  le  nombre  premier  p,  la  diffé- 
rence «''"'  —  I  est  divisible  par  p. 

Puisque,  par  hypothèse,  p  ne  divise  pas  a,  il  est  premier  avec  ce  nom- 
bre; par  conséquent    (n"  H),    l'on  divise  par/»  les  nombres 

II)  a,     ia^      3a,...,      {p  —  i)a, 

on  obtiendra  de*  restes  qui,  abstraction  faite  de  Tordre,  seront 

|2)  I,     2,       3,...,        ip-i). 

Mais  puisque  les  nombres  (i)  ne  diffèrent  respectivement  des  nombres  (2) 
que  par  des  multiples  de  p,  le  produit  des  uns  ne  peut  différer  du  produit 
lies  autres  que  par  un  multiple  de  p;  donc  la  différence 

ï.2.3...(/?-l)^i^-'-  l.'2.3...(p-l) 

ou 

[:.i.3...{p-i)]{c^-'-i), 

est  divisible  par/>.  Le  facteur  entre  crochets  ne  peut  être  divisible  par/; 
qui  est  un  nombre  premier;  en  conséquence  p  divise  a''"'  —  i. 


3l4  NOTK    III. 

THÉORÈME  DE  WILSON. 
VI.     6"//^  est  un  nombre  premier,  tu  somme 

I  .  2 . 3 ...(/?  —  I  )  -f-  I 
est  divisible  par  p. 
En  effet,  nous  avons  vu  que  si  n  désigne  l'un  quelconque  des  nombre!» 

(  1  )  I ,     •> ,     3 . . . . ,    />  —  I , 

et  que  l'on  divise  par  p  les  produits 

(a)  rt,     2(7,     3rt, ...,     [p  —  \)a 

on  obtient  p  —  i  restes  différents  qui  ne  sont  autres  que  les  nombres  (i). 
Parmi  les  produits  (a)  il  y  en  a  donc  un,  et  un  seul,  qui  donne  le  reste  i  ; 
nous  désignerons  par  v.a  ce  produit,  de  sorte  que  la  différence 


sera  divisible  par/?.  S'il  arrive  que  a.=  o^  la  différence  a*  — i  sera  divi- 
sible par  p  ;  mais  la  formule  qui  fait  connaître  la  somme  des  termes  d'une 
progression  géométrique  montre  que  «' — i  est  le  produit  de  a—\ 
par  rt+ 1;  donc  pour  que  «'  —  i  soit  divisible  par  le  nombre  premier  /?, 
il  faut  que  a—i  ou  «r  +  i  soit  divisible  par  ce  nombre,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  a  est  égal  à  i  ou  à  /?—  i,  puisque  a  est  inférieur  à  p. 

Il  résulte  de  là  que  les  nombres  de  la  suite  (i),  abstraction  faite  du 
premier  terme  et  du  dernier,  peuvent  être  associés  deux  à  deux,  de 
manière  que  le  produit  de  deux  associés  soit  égal  à  l'unité  augmentée 
d'un  multiple  de  p.  Par  conséquent,  le  produit  a,  3,. . .,  (p  — a),  est 
lui-même  égal  à  i  augmenté  d'un  multiple  de  p,  et  en  multipliant  ce  pro- 
duit par  />  —  I,  on  voit  que 

I  .2.3.  . .  (/J  —  i) 

est  égal  à  un  multiple  de  p  diminué  de  i,  ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

Remarque.  —  Ce  théorème  est  surtout  remarquable  en  ce  qu'il  exprime 
une  propriété  qui  appartient  exclusivement  aux  nombres  premiers.  Effec- 
tivement, si  p  est  un  nombre  composé,  soit  ô  l'un  de  ses  facteurs  pre- 
miers; le  produit  i  .2.3. . .  (/j  — i)  sera  évidemment  divisible  par  G, 
donc  la  somme 

1.2.3...  [p  —  i)4-i, 

obtenue  en  ajoutant  l'unité  à  ce  produit,  n'admettra  pas  le  facteur  ô,  et, 
en  conséquence,  elle  ne  sera  pas  divisible  par/;. 

THÉORÈME  DE  FERMAT  GÉNÉRALISÉ. 

Vil.    Le  théorème  de  Fermât  est  susceptible  de  la  généralisation  sui- 
vante : 
Si  a  et  N  sont  deux  nombres  premiers  entre  eux,  et  (jue  ^  (N  )  exprime 


SUR    LA    THEORIE    DES    NOMBRES    ENTIERS.  3i5 

combien  il  y  n  de  nombres  premiers  à  "ii  et  inférieurs  à  ce  nombre,  la 
différence 

fera  divisible  par  N. 

Pour  établir  ce  nouveau  théorème,  nous  emploierons  un  raisonnement 
semblable  à  celui  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  V. 

Soient 
(•)  a,     6,     7,     «î,...,     w, 

les    «p(N)    nombres  premiers  et  inférieurs  à  N.  Si  l'on  multiplie  ces 

nombres  par  l'un  quelconque  d'entre  eux,  <?,  on  obtiendra  la  nouvelle 

suite 

(a)  (7a,,     «6,     ay,     a§....,     a:j; 

aucun  terme  de  la  suite  (a),  «a  par  exemple,  ne  peut  être  divisible  par  N  ; 
car  N  est  premier  à  «  et  il  est  supérieur  à  a;  pour  la  même  raison,  la 
différence  (7(6  — a)  de  deux  termes  de  la  suite  [i]  ne  peut  être  divi- 
sible par  N,  d'oià  il  résulte  que  si  l'on  divise  par  N  les  (p(N)  nombres  de 
la  suite  (a),  on  obtiendra  des  restes  différents.  D'ailleurs,  les  nombres  (a) 
qui  servent  de  dividendes  sont  premiers  à  N,  donc  les  restes  de  leur 
division  par  N  sont  eux-mêmes  premiers  à  N,  et,  par  suite,  ils  sont 
respectivement  égaux  aux  nombres  (i).  Les  nombres  (a)  ne  différant  des 
nombres  (i)  que  par  des  multiples  de  N,  le  produit  des  uns  ne  diffère 
du  produit  des  autres  que  par  un  multiple  de  N;  donc  la  différence 


zêy §  . . .  tii.a         —  aSy  (î 


ou 


est  divisible  par  N.  Enfin,  comme  le  nombre  N  est  premier  avec  les  f&<> 
teurs  a,  6,  y,....,  w,  il  s'ensuit  qu'il  divise 

œ      '  —  I . 

THÉORÈME  DE  WILSON  GÉNÉRALISÉ. 

VIII.  Le  théorème  de  Wilson  est  lui-même  susceptible  d'être  généra- 
lisé; on  peut  effectivement  l'énoncer  comme  il  suit  : 

Le  produit  de  tous  les  nombres  premiers  à  an  nombre  donné  N  et  non 
supérieurs  à  ce  nombre  est  égal  à  un  multiple  de  N  diminué  de  i  ou 
augmenté  de  i. 

En  effet,  soient,  comme  précédemment, 

(l)  a,     ^,     y,...,     w, 

les  nombres  premiers  à  N  et  inférieurs  à  N.  Si  «  désigne  l'un  quelconque 
(le  ces  nombres,  les  produits 

(a)  «a,     ap,     «y,...,     «co, 

donneront,  comme  on  l'a  vu,  des  restes  différents,  relativement  au  divi- 
seui  N.  Parmi  ces  restes,  il  y  en  aura  donc  un  égal  à  i,  et  un  autre  égal 
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à  N  —  I.  S  ipposons  que  le  produit  a-x  donne  le  reste  i  ;  si  ^  et  a 
sont  inégaux,  ces  nombres  sont  associés  du  premier  ^c/ire.  Si  a  =  «, 
le  produit  axa  donnant  le  reste  r,  il  est  évident  que  le  produit 
n(N  —  a)  donnera  le  reste  N  —  i,  car  la  somme  des  deux  produits 
a. a  et  «  (N  —  a)  est  un  multiple  de  N  ;  alors,  a  et  N  —  a  sont  associés 
du  second  genre. 

Il  est  évident  que  le  produit  de  tous  ceux  des  nombres  (i)  qui  com- 
posent les  couples  d'associés  du  premier  genre  est  égal  à  un  multiple 
de  N  augmenté  de  i.  Multiplions  ce  produit  par  le  produit  de  deux  asso- 
ciés du  deuxième  genre;  comme  celui-ci  est  égal  à  un  multiple  de  N 
diminué  de  i,  le  résultat  obtenu  sera  également  un  multiple  de  N  dimi- 
nué de  I  ;  multiplions  ce  résultat  par  le  produit  de  deux  nouveaux 
associés  du  deuxième  genre,  nous  obtiendrons  évidemment  pour  résultat 
un  multiple  de  N  augmenté  de  i,  et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  de  là  que  le  produit  aoy...»,  est  un  multiple  de  N  diminué 
de  I  ou  augmenté  de  i  ;  le  premier  cas  a  lieu  quand  le  nombre  des  couples 
d'associés  du  deuxième  genre  est  impair  et  le  deuxième  cas  quand  le 
même  nombre  est  pair. 

Jieman/i/e. —"Sous  ajouterons,  sans  le  démontrer,  que  le  nombre  des  cou- 
ples d'associés  du  deuxième  genre  est  impair  lorsque  N  est  égal  à  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier  impair  ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance, 
et  lorsque  N  est  égal  à  4-  Le  même  nombre  est  pair  dans  tous  les  autres  cas. 

SUR  LES  RESTES  OBTENUS  EN  DIVISANT  PAR  UN  MÊME  DIVISEUR 
LES  TERMES  D'UNE  PROGRESSION  GÉOMÉTRIQUE. 

IX.    Considérons  la  progression  géométrique  illimitée 

(i)  1,     a,     a\     rt^...,     ff,... 

formée  par  l'unité  et  les  puissances  successives  du  nombre  a. 

Soit  N  un  nombre  quelconque  premier  à  a;  nous  savons,  par  le  théo- 
rème de  Fermât  généralisé,  que  si  l'on  divise  par  N  les  divers  termes  de  la 
progression  (i),  on  trouvera  toujours  un  terme,  dans  cette  suite,  outre 
le  premier,  qui  fournira  un  reste  égal  à  i.Le  terme  dont  nous  parlons  est 
la  puissance  de  «,  qui  a  pour  exposant  Ç'(N);  mais  avant  d'arriver  à  ce 
terme,  on  peut  en  rencontrer  d'autres  qui  aient  la  même  [iropriété;  nous 
désignerons  par  n  le  plus  petit  nombre  tel  que  le  reste  de  la  di\isi0D 
de  «"  par  N  soit  égal  à  i.  Puisque  l'on  a,  par  hypothèse, 

a"  =  I  +  un  multiple  de  N, 

le  produit  de  q  facteurs  égaux  à  c/",  c'est-à-dire  ^/»+"+''+-+"  ou  f^'',  sera 
aussi  égal  à  un  multiple  de  N  augmenté  de  i  ;  par  suite,  le  produit  de  r<"' 
par  une  autre  puissance  de  n,  telle  que  «^,  sera  égal  à  un  multiple  de  N 
augmenté  de  cf.  On  aura  donc 

(a)  tf"'*''  —  if+  un  multiple  de  X; 

en  d'autres  termes,  les  puissances  à"'"'''  et  a''  donneront  des  restes  égaux, 
reiati\ement  au  diviseur  N. 
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Il  résulte  de  là  quo  les  restes  fournis  par  les  termes  de  la  progression  (i) 
se  reproduisent  périodiquement  de  n  en  n,  et  la  période  est  composée 
des  restes  fournis  par  les  n  termes 

(3)  \,     a,     a\     r/',...,     a"-\ 

D'ailleurs,  les  restes  fournis  par  ces  n  termes  sont  nécessairement  diffé- 
rents; car,  soient  a'  et  a''^-'  deux  termes  de  la  suite  (3);  la  différence 
«'+'  —  fl*  ou  a'{a'  —  i)  de  ces  termes  ne  peut  être  divisible  par  N,  puis- 
que N  est  premier  avec  c/'  et  q  .'il  ne  divise  pas  a' —  i  à  cause  de  notre 
hypothèse,  d'après  laquelle  n  est  le  plus  petit,  nombre  tel  que  <■/'  —  i  soit 
divisible  par  N.  La  différence  de  deux  termes  quelconques  de  la  suite  (3) 
n'étant  pas  divisible  pa/  N,  les  restes  fournis  par  la  division  des  nombres 
qu'elle  renferme  sont  tous  différents. 

Oa  voit  d'après  cela,  en  se  reportant  à  l'égalité  (2),  que  si  r  désigne 
un  nombre  quelconque  inférieur  à  n,  les  seuls  termes  de  la  suite  (1)  qui 
donnent  le  môme  reste  que  cf  sont  ceux  qui  ont  la  forme  a"'''*''';  en 
particulier,  les  seuls  termes  qui  donnent  le  reste  i  seront 

I       a"      a'"      a^"  a''" 

Mais,  parle  théorème  de  Fermât  généralisé,  a^^  ^  donne  le  reste  j; 
donc  7(N)  est  un  multiple  de  /z,  et  l'on  a 

çp(N)  =  /?<7, 

<7  étant  un  entier.  On  peut  d'après  cela  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  termes  de  la  période  des  restes  fournis 
parla  suite,  i,  a,  a^,  a*, . . .,  relati^'ement  au  diiiseur  N,  est  ég(d à  'f  (N), 
ou  à  un  diviseur  de  »  (  N  j . 

Dans  le  cas  oùN  se  réduit  à  un  nombre  premier/?,  le  théorème  précé- 
dent peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le  nombre  des  termes  de  la  périod'!  des  restes  fournis  par  In  suite,  i, 
a,  a^, . , .,  relativement  au  diviseur  premier  p,  est  égal  à  p  —  i  ou  a  un 
diviseur  de  p  —  i . 

Soient  maintenant  «  et  6  deux  nombres  premiers,  au  diviseur  N. 
et  considérons  les  deux  progressions  géométriques 

(1)  I,     a,       a-,       a\...,       (f, 

(2)  b,     ba,     ba^,     ba^,...,     b.i",... 

Prenons,  dans  la  progression  (2),  deux  termes  quelconques  ba^  el  bd^'\ 
a  différence  de  ces  termes  est  b(^[(^  —  1),  et  la  différence  des  termes  qui 
occupent  respectivement  les  mêmes  rangs  dans  la  pro.^ression  (i)  est 
(tH^a'  —  \).  CommeN  est  premier  avec  a  et  avec  b,  on  voit  quel'unede  ces 
différences  ne  peut  être  divisible  i)ar  iN,  sans  que  l'autre  le  soit  aussi.  Donc, 
si  deux  termes  de  l'une  des  suites  (i)  et  (2)  donnent  des  restes  égaux, 
relativement  au  diviseur  N,  les  termes  correspondants  de  l'autre  suite 
donneront  aussi  des  restes  égaux.  Supposons  que  «"soit  la  plus  petite 
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des  puissances  de  n  qv:i  donnent  le  reste  i  ;  d'après  ce  qui  précède,  b(^ 
sera,  après  6,  le  premier  des  termes  de  la  suite  (a)  qui  donnent  le  même 
reste  que  b.  Les  restes  fournis  par  la  suite  (2)  formeront  donc  une  --uite 
périodique  de  n  termes,  comme  ceux  .qui  résultent  de  la  suite  (1). 

Soit  c  un  troisième  nombre  premier  à  N  ;  ce  que  nous  venons  de  dinj 
de  la  suite  (2)  s'appliquera  à  la  nouvelle  progression 

(3)  r,      en,     ca-,     cci',...,     r^/", , .  . , 

et  en  conséquence  la  période  des  restes  de  la  suite  (3)  aura  le  même 
nombre  de  termes  que  la  période  de  la  suite  (2). 

Il  peut  arriver  que  l'un  des  restes  fournis  par  la  suite  (3)  soit  égal  à 
l'un  de  ceux  qui  résultent  de  la  suite  (2).  Supposons  que  les  termes  ba" 
et  ca'  donnent  le  même  reste;  on  peut  admettre  que  /  est  supérieur  à  y, 
car  on  ramènerait  le  cas  contraire  à  celui-là  en  ajoutant  à  i  un  multiple 
de  n.  La  différence  des  termes  que  nous  considérons  est  «^(c  —  ba'~'')  ou 
a'(b(f~^  —  c)  et,  pour  qu'elle  soit  divisible  par  N,  il  faut  et  il  sulut  que 
c  ne  diffère  de  ba'''  que  par  un  multiple  de  N,  c'est-à-dire  que  le  reste 
fourni  par  c  soit  l'un  des  restes  fournis  par  la  suite  (a).  S'il  en  est  ainsi 
et  que  btfsoii  le  premier  des  termes  delà  suite  (2)  qui  donnent  le  même 
reste  que  c,  il  est  évident  que  les  restes  fournis  parla  suite  (3)  seront  les 
mêmes  que  ceux  qui  sont  donnés  par  la  suite 

(4)  bo'",     ba"'-*-\     bn'"'^\.... 

On  voit  donc  que  si  l'on  range  en  cercle  la  période  des  restes  de  la 
suite  (2)  et  celle  des  restes  de  la  suite  (3),  les  deux  cercles  seront  iden- 
tiques. Aussi  dit-on  que  les  deux  périodes  se  déduisent  l'une  de  l'autre 
par  une  substitutinn  circulaire. 

Si  le  reste  fourni  par  c  n'appartient  pas  à  la  suite  des  restes  de  la 
suite  (2),  les  périodes  formées  par  les  restes  des  suites  (2)  et  (3)  n'ont 
aucun  terme  commun. 

Considérons  le  cas  particulier  où  le  diviseur  N  se  réduit  à  un  nombre 
premier  yj,  et  supposons  que  le  nombre  des  termes  contenu.-  dans  la 
périodt';  des  suites  (1)  et  (2]  soit  un  nombre  pair  a/«.  Les  termes  b 
et  ôrt""  donnant  des  restes  égaux,  leur  diftërence  est  divisible  par  le 
nombre  premier  p;  mais  cette  différence  est  le  produit  des  facteurs  b, 
y"  —  I,  c/"'+j  ;  le  premier  facteur  n'est  pas  divisible  par  p,  le  second  ne  l'est 
pas  non  plus,  car  s'il  l'était,  la  période  n'aurait  que  m  termes,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse,  donc  r/"-f- i  est  divisible  par /j,  et,  en  conséquence, 
les  sommes 

bcr  +  b,     b(f^'  +  ba,     ba'"-^' ^  bn\ . . . ,     ba^"' -\- ba"-' 

sont  aussi  divisibles  par  p.  Il  résulte  de  là  que  les  restes  fournis  par  les  m 

premiers  termes  de  la  suite  (2)  sont  respectivement  les  compléments  au 
nombre  p  des  restes  fournis  par  les  m  termes  suivants. 
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DES  NOMBRES  QUI  APPARTIENNENT  A  UN  EXPOSANT  DONNÉ 
RELATIVEMENT  A  UN  DIVISEUR  QUELCONQUE. 

X.  Soil  a  un  nombre  quelconque  premier  à  N  ;  si  /?  est  le  plus  petit 
nombre  tel  que  <t—\  soit  divisible  par  N,  nous  dirons  que  a  appartient 
à  ï exposant  n,  relativement  au  diviseur  N. 

Théorème.  —  iSi  deux  nombres  a  et  b  premiers  à  N  diffèrent  Cun  de 
r  autre  par  un  multiple  de  N,  ils  appartiennent  au  même  exposant,  rela- 
tivement  au  diviseur  N. 

Car  si  l'on  a 

a  =  b-i-  un  multiple  de  N, 

on  aura  aussi,  quelque  soit  n, 

fi"  =  b"-\-  un  multiple  de  N 

Si  donc  l'un  des  nombres  a",  b"  est  égal  à  un  multiple  de  N  augmenté 
de  I,  il  en  sera  de  même  de  l'autre  nombre. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  là  que  si  l'on  veut  classer  les  nombres 
premiers  à  N  d'après  l'exposant  auquel  ils  appartiennent  relativement  au 
diviseur  N,  on  pourra  se  borner  à  considérer  les  o  (N)  nombres  premiers 
et  inférieurs  à  N. 

CLASSIFICATION  DES  NOMBRES  ENTIERS  D'APRÈS  L'EXPOSANT 
AUQUEL  ILS  APPARTIENNENT  RELATIVEMENT  A  UN  DIVISEUR 
PREMIER. 

XI.  Soil  p  le  diviseur  premier;  d'après  ce  qui  précède,  nous  devrons 
nous  borner  à  considérer  les  /?  —  i  nombres 

1  ,     2 ,     3 , . . . ,      (p  —  I  ) . 

Demande.  —  Bans  la  suite  i,  i.,. . .,  p  —  \,  il  ne  peut  y  avoir  plus  de  n 
nombres  dont  les  puissances  n'"""  donnent  le  reste  i,  relativement  an 
diviseur  premier  p  [*], 


(*)  Nous  demandons  qu'on  accorde  cette  proposition  sans  en  exiger  la  dé- 
monstration, qui  suppose  la  connaissance  de  l'Algcbre.  Voici,  au  surplus,  celK 
démonstration  que  nous  présentons  ici  pour  ne  pas  laisser  subsister  une  lacuii 
importante  dans  notre  exposition;  le  lecteur  pourra  la  supprimer  sans  incoii 
vcnient  dans  une  pi'emière  étude. 

Théorème.  —  Si  X  désigne  un  polynôme  tel  que 

.i"  ±  P, a-"-' zh  P, X" -=  rfc . . .  rt  P„_, X zh  P„, 

de  degré  n,  et  dans  lequel  les  coefficients  P,,P.,...,  soient  des  entiers.,  le  nom- 
bre p  étant  supposé  premier,  il  ne  peut  j  avoir,  dans  la  suite  i,  2,  3,...,  p —  i, 
plus  de  n  valeurs  de  x  telles  que  les  -valeurs  correspondantes  de  X  soient  des 
nombres  divisibles  par  p. 

Cette  proposition  est  évidente  dans  le  cas  de   «  =  i;    il    n'y  a  eflectivement 
qu'une  seule  valeur  de  x  inférieure  à  p  qui  rende  xrtP,  divisible  par/;.  Donc 
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TiiÉORihiE  I.  —  S'il  existe  u/i  nombre  a,  appartenant  à  l'crposant  n 
rclntivcincnt  au  diviseur  premier  /?,  il  y  a  précir.cmcnt  n  nombres  dont  les 
puissances  n'"""  donnent  le  reste  i  relativement  au  diviseur  p,  et,  parmi 
ces  n  nombres,  il  y  en  a  cp(«)  qui  appartiennent  h  l'exposant  n. 

En  effet,  puisque  a  appartient  à  l'exposant  //,  les  termes  de  la  suite 

(i)  1,     a,     rt',...,     a"-\ 

fournissent  des  restes  différents  relativement  au  diviseur/;;  d'ailleurs, 
si  e  désigne  l'un  quelconque  des  nombres 

I,     2,     3,...,     (/'  — i), 
légalité 

(2)  a"~i-\-  un  multiple  de /? 
entraînera 

(3)  (<■/"}*  =  a"'  ~  [a')"  —  i  -\-  un  multiple  de  p\ 

celte  égalité  (3)  exprime  que  la  puissance  «'""^  de  «'donne  le  reste  i,  rela- 
tivement au  diviseur/;,  et  la  môme  chose  a  lieu,  en  conséquence,  à  l'é.^ard 
du  reste  de  la  division  de  a'  par  /?.  Donc  les  puissances  n""'"  des  restes 
de  la  suite  (i)  donnent  toutes  un  reste  égal  à  i,  et,  d'après  la  demande 
du  numéro  précédent,  il  n'existe  aucun  autre  nombre  possédant  celte 
propriété. 

Désignons  maintenant  par  m  l'exposant  auquel  appartient  a',  c'est-à-dire 
le  plus  petit  nombre,  tel  que 

(4)  ('^')'"  =  """  =  I  +  un  multiple  de/;; 

l'égalité  (3)  exige  que  le  nombre  n  soit  un  multiple  de  m  [v."  IX  );  cl 

pour  établir  le  théorème  étioncé  dans  toute  sa  généralité,  il  suffit  de  prouver 
que  s'il  a  lieu  pour  les  polynômes  d'un  degré  donné  quelconque,  il  subsiste 
aussi  pour  les  polynômes  dont  le  degré  est  supérieur  d'une  unité.  En  d'autres 
termes,  à  l'énoncé  de  notre  théorème  il  nous  est  permis  d'ajouter  l'hypothèse 
que:  le  théorème  a  lieu  dans  le  cas  où  n  est  remplacé  par  n  —  i. 

Cela  posé,  soit  a  l'un  des  nombres  i,  2,...,  p  —  i,  et  supposons  que  le 
polynôme  X  prenne  la  valeur  A  pour  x  =.  a.  D'après  une  proposition  connue, 
le  polynôme  X  —  A  sera  divisible  algébriquement  par  jr — a,  et  si  l'on  nomme 
X,  le  quotient  qui  est  un  polynôme  de  degré  n  —  i,  on  aura 

X  =  (x-fl)X,H-A. 

A  étant  divisible  par  p,  pour  que  X  le  soit  aussi,  il  faut  que  le  produit 
{x  —  rt)X,  soit  un  multiple  de  p,  et  par  ^.uite  que  x  —  a  om  \^  soit  un  mul- 
tiple de  p.  Mais  dans  la  suite  i,  2,  3,...,  (p—  0  il  n'y  a  que  la  seule  valeurs 
qui  rende  x  —  a  divisible  par  p,  et  d'après  notre  hypothèse  il  n'y  en  a  pas 
plus  de  M  —  I  qui  rendent  X,  divisible  par  p.  Donc  il  y  a  au  plus  n  valeurs 
de  X  qui  rendent  X  divisible  par  p 

Remarque.  —  Ce  théorème  comitrend,  comme  cas  paiticulier,  la  proposition 
qui  constitue  notre  demande.  Celle-ci  peut,  en  effet,  être  énoncée  comme  il 
suit  :  Le  nombre  p  étant  premier,  il  y  a  au  plus  n  valeurs  de  x  dans  la  suite 
I,  2,...,  p  —  i,  telles  que  X" —  I  soit  divisible  par  p. 
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pareillement  l'égalité  (4)  exige  que  ntc  scit  un  multiple  do  n,  puisque  a 
appartient  à  l'exposant  n.  Si  l'on  suppose  que  e  soit  premier  à  /?,  il  faudra 
que/;/  soit  divisible  par  n;  mais,  comme  n  est  lui-même  divisible  par  w, 
on  aura  m  =  n,  ce  qui  montre  que  «'appartient  à  l'exposant  n.  Dans  le  cas 
où  n  et  e  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  0  supérieur  à  i ,  la  puis- 
sance «*  ne  saurait  appartenir  à  l'exposant  n,  car,  en  élevant  a'  à  la  puis- 


11       (   i\ 
a^  ou  \o^ J  ,  ne 


sauce  T-»  on  a  pour  résultat  a ^  ou  \a^  J  ,  nombre  qui  fournit  le  reste  i, 
9 

comme  on  l'a  vu  plus  haut;  donc  l'exposant  auquel  rr  appartient  esl 
moindre  que  //. 

11  résulte  de  là  que,  parmi  les  n  nombres  compris  dans  la  suite  i,  i, 
3....,  (p—i),  et  dont  les  puissances  n"""'  donnent  le  reste  i,  relati- 
vement au  diviseur/?,  il  y  en  a  précisément  o(n)  qui  appartiennent  à 
l'exposant  n. 

Théorème  II.  —  Le  nombre  p  étant  premier  et  n  désignant  un  di- 
viseur quelconque  de  p  —  I,  ily  a  nécessairement  des  nombres  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  n  ;  on  peut  même  ajouter,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, qu'il  y  en  a  o  (n). 

L'exposant  auquel  appartient  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  suite 

(1)  I,      2,      3,...,      (p-i) 

relativement  au  diviseur  premier/?,  est,  comme  on  l'a  vu,  égal  à  l'un  des 
diviseurs 

(2)  d,     d',     d",     d'",... 

du  nombre  p  —  i-  Nous  emploierons  le  symbole  '^[d]  pour  CNprimer 
combien  il  y  a  dans  la  suite  (i)  de  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant 
d,  et  alors  on  aura,  d'après  le  théorème  I, 

■b{d)^<^[d)     eu     •!j[d)  =  o. 

Pareillement  -^{d'),  •l[d'],...  exprimeront  comibien  il  y  a,  dans  la 
suite  (i)  da  nombres  qui  appartiennent  aux  exposants  d\  <-/",. . .  respec- 
tivement. L'unité  fait  partie  de  la  suite  des  diviseurs  (a),  et  comme  i 
est  évidemment  le  seul  nombre  qui  appartienne  à  l'exposant  i,  on  a 
•!/  (i)  =  I.  En6n,  le  nombre  des  termes  de  la  suite  (i)  étant/?  —  i,  et  cha- 
cun des  termes  que  cette  suite  renferme  appartenant  à  l'un  de?  expo- 
sants contenus  dans  la  suite  (2),  on  a  l'identité 

3)  -M'O  +-^  ['1')+-^  [<n  +  !'  i'^'")  +  ...=p-i: 

mais  on  a  trouvé  (n°IV) 

(4)  -,  [d)  ^  ç  [d')  ^  o  [d")  ^o{d-")  +  ...=p~i, 
donc 

(5)  -M^O  -+-  ■}  {d')  +  •;  W)  +  ...  =  ?  [d)  -+-  <?  [d')  +  o  (./»)  4-  . .  . , 

Ceux  des  termes  du  premier  membre  de  cette  égalité  qui  ne  sont  pas 
n'jls  sont  resp3cti^ement  égaux, '^'qprès  ce  qui  précède,  aux  termes  qui 
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occupent  les  mômes  rangs  dans  le  second  membre;  on  peut  donc  suppri- 
mer de  part  et  d'autre  ces  termes  égaux.  Mais  après  cette  suppression,  il 
reste  zéro  dans  le  premier  membre  de  l'égaljlé  (5),  donc  il  ne  doit  rien 
rester  dans  le  second  membre;  d'où  il  suit  que  la  suppression  a  porté 
sur  tous  les  termes.  On  a  donc,  quoi  que  soit  le  diviseur .-/, 

■!,{d)  =  o[d). 

Remarque.  —  Cette  démonstration  remarquable  est  due  à  Gauss. 
Corollaire.  —  Dans  la  suite  i.-i. . .  [p  —  i),  il  y  a  if  [p  —  i)  nombres 
qui  appartieiuicnt  à  V exposant  p  —  i. 

Théorème  III.  —  Si  deux  nombres  a  et  h  appartiennent ^  relativement 
au  diviseur  premier  p,  à  deux  exposants  n  et  m  premiers  entre  eux, 
le  produit  ah  appartient  à  l'exposant  mn. 

En  effet,  soit  s  un  exposant  tel  que 

[ab)'  =  a' .b'  =  \  -\-  un  multiple  de  /?, 
on  aura,  par  l'élévation  à  la  puissance  m, 

^^sjfis  __  j  ^  uj^  multiple  éQ  p\ 
mais,  comme  b  appartient  à  l'exposant  /«,  on  a 

Z>""  =  I  -f-  un  multiple  de  /?, 
et,  en  multipliant  par  a"'% 

a"'\b'"'  =  a'"'  +  un  multiple  de  p\ 

il  résulte  de  là  que 

a""  =  1  +  un  multiple  de  p, 

et,  en  conséquence,  ms  est  un  multiple  de  l'exposant  n  auquel  a  appar- 
tient. Or,  tn  et  n  sont  premiers  entre  eux,  donc  s  est  un  multiple  de  n. 
On  ferait  voir  de  même  que  s  est  un  multiple  de  m,  d'où  il  suit  que  ce 
nombre  est  divisible  par  le  produit  mn.  Les  puissances  a""',  b"'"  étant 
égales  à  des  multiples  de  p  augmentés  de  i,  on  a  aussi 

iab)"'"  =  I  +  un  multiple  de  p; 

donc  l'exposant  auquel  ab  appartient  est  égal  à  mn. 

Corollaire  I.  —  Si  les  nombres  a,  b,  c,. . .  appartiennent  relativement 
au  diviseur  premier  p  à  des  exposants  n,  m,  /, .  •  .  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  le  produit  abc. .  .  appartient  à  l'exposant  nml. . . 

Corollaire  II.  —  Si  le  nombre  p  —  i  est  égal  au  produit  'j,  q  f  . . . , 
(/,  r, ...,  étant  des  nombres  premiers  impairs  inégaux,  et  si  c/,  ^, 
r, . . . ,  désignent  des  nombres  appartenant  respectivement  aux  exposants 

•if ,  q  ,  1^ , . . .,  le  produit  abc .  . .,  ou  le  reste  de  la  division  de  ce p/vduii 
par  p,  appartient  à  l'exposant  p  —  i. 
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DES  RACINES  PRIMITIVES. 

XII.  On  nomme  rncincs  primitives  d'un  nombre  premier  /;  les  nombres 
qui  appartiennent  à  l'exposant  p  —  i  relativement  au  diviseur/:». 

Comme  nous  nous  bornons  à  considérer  les  nombres  inférieurs  kjj,  on 
voit  que  ce  nombre/»  a  o{p  —  i)  racines  primitives.  Soit  a  l'une  de  ces 
racines  primitives,  la  période  des  restes  fournis  par  la  suite 

n,     a',    {i^, . . . 

comprendra  p  —  i  termes,  qui  ne  seront  autre  chose  que  les  nombres 

I,     2,     3,...    (/^  — 0, 

abstraction  faite  de  l'ordre;  en  sorte  que  tout  nombre  non  divisible  par/? 
pourra  être  représenté  par  une  puissance  de  a,  à  un  multiple  près  du 
diviseur  p. 

On  voit  aussi  que  si  l'on  connaît  l'une  des  racines  primitives  du 
nombre /7,  on  aura  immédiatement  toutes  lesautres;  en  effet,  a  étant  une 
racine  primitive,  si  l'on  représente  par 

a,    §,    7,...,     6) 

les  nombres  premiers  et  non  supérieurs  a  p  —  i,  les  puissances 


appartiendront  à  l'exposant /j  —  I  (n°  XI),  et,  par  conséquent,  les  restes 
de  leur  di\  ision  par  p  seront  les  racines  primitives  de  p. 

DES  INDICES. 

XIII.  Soit  a  une  racine  primitive  du  nombre  premier  p,  uu  uombre 
quelconque  A  non  divisible  par/j  est  égal  à  une  certaine  puissance  de  a 
plus  ou  moins  un  multiple  de  p.  Si  n  désigne  le  plus  petit  non.bre  tel 
que  l'on  ait 

<7"  =  A  =t  un  multiple  de  p, 

nous  dirons  que  n  est  Vindice  de  A,  relativement  au  diviseur  p  et  h  a 
base  a,  La  considération  des  indices  conduit,  comme  on  va  le  voir,  à  des 
propriétés  analogues  à  celles  des  logarithmes. 

Théorème  I.  —  J.'indicc  (Cnn  produit  de  plusieurs  jacteurs  est  égni. 
au  reste  de  la  division  par  p  —  i  de  la  suainie  des  indices  des  facteurs. 

En  effet,  soient  a,  o,  7,. . . ,  les  indices  des  nombres  A,  B,  C. . . .  Puisque 
l'on  a 

a    =  A -f-  un  multiple  de/^, 

g 
a    =  B  -H  un  multiple  de  /?, 

a^  =  C  -1--  un  multiple  de  />, 


>>i  XOTF,   m. 

on  aura,  pur  la  miilliplication, 

(i  ^     "*=  ABC. ..  + un  multiple  de/ï. 

L'indice  du  produit  ABC...  s'obtiendra  donc  en  rctranchnnt  de  la 
somme  a  +  ?^-7  +  ...  le  plus  grand  multiple  do />  — i  qui  s'y  trouve 
contenu. 

Ce  théorème  s'e.x[»rime  par  l'ôgalilé 

ind  ABC. . .  =  ind  A  -f-  ind  B-t-  indC-f- .  •  •  —  un  muiîiple  de  \p  —  i). 

De  ce  théorème  on  ccnrlut  immédiatement  le  suivant  : 

Théorème  11.  —  Vimlicc  cCunc  puissance  d'un  nombre  est  égal  nu 
produit  de  findice  du  nombre  par  l'exposant  de  la  puissance,  à  un  mul- 
tiple ])rès  de  p  —  I . 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  si  l'on  voulait  construire  une  table 
qui  donnât  les  indices  de  tous  les  nombres  pour  différents  diviseurs,  on 
pourrait  se  dispenser  de  tenir  compte  de  fous  les  nombres  supérieurs  au 
diviseur  et  de  tous  les  nombres  composés. 

RSCKERCEE  DES  RACINES  PRIMITIVES  D'UN  NOMBRE  PREMIER. 

XIV.  D'a[)rès  le  corollaire  11  du  n**  XI ,  on  pourra  calculer  îoutes 
les  racines  primitives  du  nombre  premier  /?,  si  l'on  connaît  les  nombres 
qui  appartienronl,  relativement  au  diviseur  />,  à  des  exposants  égaux 
respectivement  aux  [iuissances  des  divers  nombres  premiers  qui  figurent 
dans  /?  —  I  ;  niais  la  détermination  de  ces  nombres  présente  elle-mèm.e  de 
grandes  difficultés. 

La  recherche  des  racines  primitives  d'un  nombre  premier  p  ne  peut 
guère  s'effectuer  que  par  tâtonnements.  Voici  une  méthode  assez  simp'e, 
due  à  (i;iuss,  qui  conduit  à  l'une  de  ces  racines;  les  autres  se  déduiront 
ensuite  de  celle-là  comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut  (n**  XH). 

On  prendra  arbitrairement  un  nombre  a  dans  la  suite  2,  3,.. ,  (/j  —  i), 
'2,  par  exemple,  et  on  déterminera  sa  période,  c'est-à-dire  la  période  des 
restes  fournis  par  les  puissances 

(i)  <■/,     rr,     <•/^ 

Si  cette  période  &  p  — '  termes,  a  sera  une  racine  primitive;  mais  si  la 
période  a  moins  de  p  —  \  termes,  on  prendra  un  autre  nombre  b  qui  ne 
soit  pas  compris  parmi  les  restes  de  la  suite  (i),  et  l'on  cherchera  de 
même  la  péiiode  de  b.  Si  cette  période  de  />»  a  /?  —  i  termes,  b  sera  ra- 
cine primitive;  mais  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Désignons  par  n 
l'exposant  auquel  a  appartient,  et  par  /;/  celui  auquel  appartient />;  comme 
les  restes  de  la  suite  (i)  comprennent  tous  les  nombres  qui  appartiennent 
à  l'exposant  «,  et,  pour  la  môme  raison,  ceux  (jui  appartiennent  à  un  ex- 
posant sous-multiple  de  //,  le  nombre  m  ne  sera  pas  un  diviseur  de  n. 
Mais  il  peut  être  un  multi|)le  de  /?,  et,  quand  ce  cas  se  présente,  la  con- 
naissance de  b  aura  avancé  la  solution  de  la  question,  car  ce  nombre 
appartient  à  un  exposant  plus  élevé  que  celui  auipicl  a  se  rapporte.  Sup- 
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posons  que  m  ne  soit  égal  ni  à  /? —  i  ni  à  un  mullip'ie  de  n,  désignons 
par  s  le  plus  petit  commun  multiple  de  ti  et  w,  et  décom|)osons  ce 
nombre  i-  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux  n',  ///'  qui  divisent  res- 
pectivement les  nombres  n  et  m.  Voici  comment  cette  décomposition 
peut  être  effectuée  ;  on  décomposera  les  nombres  n  et  m  en  leurs  facteurs 
premiers;  soit  c  l'un  de  ces  facteurs  premiers  destiné  à  entrer  dans  j 

avec  l'exposant  7.  Si  c^  est  diviseur  de  n  seul,  on  fera  figurer  c^  dans  n'  • 

si  c''  est  diviseur  de  m  seul,  on  introduira  au  contraire  c^  dans/»';  enfin, 

si  c'  est  diviseur  commun  de  m  et  de  n.  on  introduira  c^  à  volonté,  soit 
dans  ///',  soit  dans  «';  on  agira  de  même  à  l'égard  des  autres  facteurs 
premiers  de  .v.  On  aura  ainsi  s  =  n'nt\  avec  n  =  n'e,  m  =  ni'f,  e  et/ 
étant  des  entiers.  Cela  posé,  je  dis  que  le  nombre  a'  appartient  à  l'expO' 
sant  n\  relativement  au  diviseur  p\  en  effet,  la  [uiissance  n'"'"  de  (f  e^t 
rt",  et  elle  donne  en  conséquence  le  reste  i  ;  il  n'/  a  pas  d'ailleurs  d'expo- 
sant V inférieur  à  «'  tel  que  {«')''  ou  «'"'donne  le  reste  i,  puisque  ve  est 
inférieur  à  «  et  que  a  appartient  à  l'exposant  n.  On  feniii  voir  de  même 
que  U  appartient  a  1  exposant  in  ,  et  il  en  résulte  (n°  XI)  que  le  produit 
if  .'v^  ou  le  reste  de  la  division  de  ce  produit  par  p  appartient  à  l'expcsaul 
ni'n'  =  s. 

La  métlioùe  que  nous  venons  d'exposer  conduit,  dans  tous  les  cas,  à  un 
nombre  qui  appartient  à  un  exposant  plus  élevé  que  celui  auquel  appar- 
tient le  nombre  a  duquel  en  est  parti.  En  poursuivant  la  même  marche, 
on  arrivera  donc  certainement  à  un  nombre  appartenant  à  l'exposant 
p  —  1;  ce  nombre  sera  une  racine  primitive  de  p.  Mais,  dans  la  plupart 
des  cas,  il  se  présente  des  circonstances  particulières  qui  permettent  de 
simplifier  l'application  de  ia  métho;!e. 

Premier  exej:ple.  —  On  dcmnnde  une  racine  primitUe  du  nombre 
premier  7 1 . 

Prenons  le  nombre  i  et  cherc'aons  sa  période.  A  cet  effet,  on  formera  la 
série  des  puissances  de  2;  chacune  d'elles  s'obtient  en  multipliant  la 
puissance  précédente  par  2,  mais,  avant  de  faire  cette  multiplication,  il 
faut  avoir  soin  de  retrancher  71  de  la  puissance  qui  seit  de  multipli- 
cande, lorsque  celle-ci  est  supérieure  à  71.  On  trouve  que  la  période  de  i 
a  35  termes  oui  sont 


(•) 


Le  nombre  2  n'est  donc  pas  racine  primitive  de  71,  et  il  appartient  à 
l'exposant  35;  mais  il  est  facile  de  voir  que  le  complément  de  2371, 
c'est-à-dire  69,  est  racine  primitive.  En  effet,  de  l'identité 

Gq  =  7'  —  *. 


2, 

4, 

8, 

iG, 

3i, 

G4, 

57, 

43, 

i5, 

3o, 

60, 

49. 

27, 

54, 

37, 

3, 

6, 

12, 

24, 

48, 

20, 

5o, 

29, 

58. 

45, 

'9, 

38, 

5, 

10, 

20, 

40, 

9> 

18, 

30, 

1. 
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on  lire  sans  difficulté 

69'  =  un  multiple  do  714-2% 
69'  =  un  mulliiile  de  71  —  2", 


d'où  il  résulte  que  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puissances  de  69 
pourra  se  déduire  de  la  suite  des  restes  des  puissances  de  2;  il  suffira 
effectivement  de  remplacer,  dans  cette  dernière  suite,  les  restes  de  rang 
impair  par  leurs  compléments  à  71,  sans  rien  changer  aux  restes  de  rang 
pair.  Dans  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puissances  de  {2)  et  dont  la 
première  période  est  l'ensemble  des  nombres  (i),  le  reste  i  occupe  les 
rangs  35,  70,...;  le  reste  i  n'apparaîtra  donc  qu'au  70'""  rang,  dans  la 
période  de  6g,  et  en  conséquence  69  est  racine  primitive.  Formons  la 
période  de  69  en  suivant  la  marche  que  nous  venons  d'indiquer,  c'e^t-à- 
dire,  en  prenant  deux  fois  la  période  [i]  du  nombre  2  et  en  remplaçant 
les  termes  de  rang  impair  par  leurs  compléments  à  71,  on  trouvera  : 


(0 


69, 

4, 

63, 

16, 

39, 

64, 

14, 

43, 

56, 

3o, 

II, 

49, 

44, 

54, 

34, 

3, 

65, 

12, 

47 , 

48, 

46, 

5o, 

42, 

58, 

26, 

19, 

33, 

5, 

61, 

20, 

3i, 

9' 

53, 

36, 

70, 

2, 

67, 

8, 

00 , 

32, 

7, 

57, 

28, 

i5, 

4i, 

60, 

22, 

■^7, 

I7> 

37, 

68, 

6, 

59, 

^4, 

23, 

20, 

21, 

29, 

i3. 

45, 

52, 

38, 

66, 

10, 

5i, 

40, 

62, 

18, 

35, 

I, 

et  ceux  des  nombres  du  table.ni  (2),  dont  les  rangs  sont  marqués  par  des 
nombres  premiers  à  70,  seront  les  racines  primitives  de  71.  Les  24  ra- 
cines primitives  de  71,  dans  l'ordre  où  elles  se  présentent  comme  restes 
des  puissances  de  6g,  sont  ainsi  : 


69, 

63, 

56, 

u, 

44, 

65, 

47, 

42, 

33, 

61, 

3i, 

53, 

G7, 

55, 

7, 

28, 

22, 

68, 

5g, 

21, 

i3. 

52, 

62, 

35; 

la  plus  petite  de  ces  racines  primitives  est  7. 

Second  exemple.  --  On  demande  une  racine  primitive  du  nombre 
premier  73. 

On  formera,  comme  précédemment,  la  période  du  nombre  2;  on  trouve 
ici  que  cette  période  n'a  que  9  termes  et  qu'elle  se  compose  des  nombres 

2,     4,     8,      16,     32,     64,     55,     37,     i; 

le  nombre  2  appartient  donc  à  l'exposant  9,  relativement  à  73.  Comme  3 
ne  fait  pas  partie  de  la  suite  précédente,  nous  formerons  de  même  la  pé- 
riode de  3;  celle-ci  se  compose  des  12  termes  suivants  : 

3,       9,     27,       8,     24,     72, 
70,    64,     46,     65,     49,      »; 
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(le  sorte  que  3  ajiparlient  à  rex[)Osant  12.  Le  plus  pelil multiple  commun 
des  nombres  9  et  12  étant  36,  la  méthode  du  n°  XIV  nous  fera  connaître 
un  nombre  appartenant  à  l'exposant  36.  Cet  exposant  36  est  le  produit 
des  facteurs  9  et  4  qui  sont  premiers  entre  eux  et  qui  divisent  respec- 
tivement 9  et  12;  les  quotients  de  ces  divisions  sont  i  et3;  par  consé- 
quent le  nombre  2  x  3'  ou  54  appartient  à  l'exposant  36.  Formons  la 
période  de  54,  on  trouve  les  36  termes  suivants  : 


54, 

69, 

3, 

16, 

61, 

9, 

48, 

37, 

27  > 

7'  » 

38, 

8, 

67, 

41, 

24, 

55, 

5o, 

72, 

'9> 

4, 

70, 

57, 

12, 

64, 

25, 

36, 

46, 

2, 

35, 

65, 

6, 

32, 

49  > 

18, 

23, 

I , 

qu'on  obtient  très-facilement  en  remarquant  qu'un  terme  quelconque  se 
forme  en  multipliant  par  3  celui  qui  le  précède  de  3  rangs  et  en  prenant 
le  reste  du  produit  obtenu,  relativement  à  73  ;  ceci  résulte  de  ce  que  3 
est  le  cube  de  54  diminué  d'un  multiple  de  73.  Maintenant  le  nombre  5 
ne  fait  pas  partie  du  tableau  précédent,  mais  son  carré  5^  ou  25  s'y  trouve 
et  il  y  occupe  un  rang  marqué  par  le  nombre  25  qui  est  premier  à  72. 
11  résulte  de  là  que  5'  appartient  à  l'exposant  36;  l'exposant  auquel  5 
appartient  est  donc  égal  à  36  x  2  ou  à  72  ;  en  d'autres  termes,  5  est  une 
racine  primitive  de  73. 

Nous  donnons  ici  une  table  dans  laquelle  on  trouve  la  plus  petite  racine 
primitive  pour  chacun  des  nombres  premiers  inférieurs  à  100. 


Nombres  premiers. 

3 

5 

7 

1 1 

t3 

'7 

19  1  23 

29 

3i 

37 

4i 

Racines  primitives. 

2 

2 

3 

2 

2 

3 

2 

j 

2 

3 

3  1    6 

Nombres  premiers. 

43 

47 

J3 

59 

61 

67 

7' 

73 

79 

83 

S9     97 

1 

Racines  primitives. 

3 

5 

2 

2 

2 

2 

7 

5 

3 

2 

3 

5 

REMARQUE  SUR  L'EXTENSION  DE  LA  THÉORIE  PRÉCÉDENTE  AU 
CAS  DES  DIVISEURS  COMPOSÉS. 

XV.  Il  n'existe  pas  en  général  de  racines  pi imitives  pour  un  nombre 
composé  N;  en  d'autres  termes,  parmi  les  ?  (N)  nombres  premiers  et  in- 
férieurs à  N,  il  n'y  en  a  généralement  aucun  qui  appartienne  à  l'exposant 
p  (N)  et  dont  la  période  embrasse  en  conséquence  les  'f  (N  )  nombres  pre- 
miers et  inférieurs  à  N. 

Eu  effet,  le  nombre  N  étant  décomposé  en  facteurs  premiers,  soit 

^  =  a-lJ'  c^ .... 
«t  désignons  par  e  un  nombre  quelconque  premier  à  N;  e  sera  dès  lors 


3u8 
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premier  avec  chacim  des  nombres  ^/"*,   b^ ^   c' , et  l'on  aura,  par  le 

lliéoréine  de  Fermai  généralisé, 

c"       ^  =  i-\-  un  multiple  ae  a  ,     c^      '  =  i  un  multiple  de  «  , . . . . 

Soit  M  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  o  l"  "),  'f  (^"^j,--- 
on  aura,  à  cause  des  égalités  précédentes, 

c*  =  i-V-  un  multiple  de  «",     f"  =  i  -+-  un  multiple  de  b  , , . . ; 

la  différence  c** —  i  étant  ainsi  divisible  par  a\  b  ,  c\. . .,  elle  est  di- 
visible par  le  produit  N  de  ces  nombres,  et  l'on  a,  en  conséquence, 

e"  =  M-  un  multiple  de  N. 
Or  on  a 

ÇP{N)=  J.7*)ç(^^)<.(c'')..., 
{    et  c. 1  ,  , 

^[b^)  =  b^-'[h~^\ 

ce  qui  montre  que  ©  \a')  e»t  pa'r,  sauf  le  seul  cas  de  «=2,  a.  —  \.  II 

suit  de  là  que  ie  plus  petit  commun  multiple  M  des  nombres  'f  («*),  »  (i  ),..., 
est  inférieur  au  produit  «p  (N)  des  mêmes  nombres,  sauf  le  cas  où  N  est 
une  puissance  d'un  nombre  premier  ou  le  double  d'une  telle  puissance. 
En  faisant  abstraction  de  ce  cas,  on  voit  que  le  nombre  e  appartient  à 
un  exposant  inférieur  à  <ï'{N),  et,  en  conséquence,  N  n'a  point  de  racines 
primitives. 

Lorsque  le  nombre  N  est  de  la  forme  p^  ou  ay/,  p  étant  un  nombre 
premier  autre  que  a,  il  existe  pour  N  des  racines  primitives,  et  on  peut 
les  obtenir  facilement  quand  on  connaît  celles  du  nombre  premier  /-». 

Lorsque  le  nombre  N  est  une  puissance  de  2,  il  n'y  a  point  de  racines 
primitives;  mais  ce  cas  offre  des  particularités  remarquables. 

Nous  nous  bornons  ici  à  cette  simple  indication;  des  déveloi)penienta 
plus  étendus  dépasseraient  les  limites  naturellement  imposées  à  une  ex- 
position élémentaire. 

APPLICATION  A  LA  THÉORIE  DES  FRACTIONS  DÉCIMALES 
PÉRIODIQUES. 

XVL  .  Quand  on  veut  étudier  les  circonstances  que  présente  la  réduction 
d'une  fiac  lion  ordinaire  irréductible  en  fraction  décimale,  on  peut  sup- 
poser que  le  dénominateur  de  cette  fraction  soit  premier  avec  to;  car  si 
It;  contraire  a  lieu,  on  multipliera  les  deux  termes  de  la  fraction  ordinaire 
par  une  puissance  de  a  ou  de  5  choisie  de  manière  que  les  facteurs  2  et  5 
entrent  à  la  même  puissance  dans  le  dénominateur.  Faisant  ensuite  abstrac- 
tion de  la  puissance  de  10  formée  par  ces  facteurs,  on  n'aura  plus  à  con- 
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sidérer  qu'une  fraction  irréductible  ^r^  dont  le  dénominateur  est  premier 


Cela  posé,  pour  effectuer  la  réduction  de  la  fraction  irréductible  ^  en 

décimales,  il  faut  exécuter  la  division  de  e  par  N  en  multipliant  chacun 
des  restes  obtenus  par  10  avant  de  le  prendre  pour  dividende.  Ces  restes 
s'obtiennent  donc  en  divisant  par  N  les  termes  de  !a  progression  géomé- 
trique 

e-,    ex  10,    6'xio^,    exio', ...; 

ds  formeront  une  période,  et  le  nombre  des  termes  de  cette  période  sera 
indépendant  de  e  (n°  IX  )  ;  ce  nombre,  diviseur  de  <p  (N),  sera  précisé- 
ment l'exposant  auquel  10  appartient,  relativement  au  diviseur  N.  Il  est 
évidenlque  le  nombre  des  termes  contenus  dans  la  période  de  la  suite  des 
restes  est  égal,  dans  tous  les  cas,  au  nombre  des  chiffres  qui  composent 
la  période  de  la  fraction  décimale. 

En  particulier,  si  N  se  réduit  à  un  nombre  premier  /^,  et  que  10  soit 
une  racine  primitive  de /j^  la  période  de  la  fraction  décimale  aura  p—  1 
chiflVes.  Cette  circonstance  se  présente  si  N  ou  p  est  égal  à  Fun  dàs 
nombres  premiers 

7,     17,     '9>     23,     29,     47,     59;     Gi,     97,..., 

pour  chacun  desquels  10  est  racine  primitive. 

Nous  terminerons  cette  Note  par  la  démonstration  d'une  propriété 
assez  curieuse  des  fractions  décimales,  propriété  qui  consiste  dans  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  le.  dénominalcm-  cV une  fraction  ordinaire  irrcdiatible 
est  un  nombre  premier  autre  que  -i  et  5,  et  si  cette  fraction  donne  Nais- 
sance à  une  fraction  décimale  dont  la  période  ait  un  nombre  pair  'j.i// 
de  diiffres,  1°  les  m  premiers  chiffres  ajoutés  respectivement  avec  les  m 
derniers,  donneront  des  sommes  toutes  égales  à  g  ;  2°  les  restes  corres- 
pondant aux  m  premiers  chiffres  afnités  respectivement  avec  ceux  qui 
correspondent  aux  m  derniers  donneront  des  sommes  toutes  ég(ùis  au 
dénominateur  de  la  fraction  ordinaire. 

La  deuxième  partie  du  théorème  est  comprise  dans  ce  qui  a  été  étab'i 
A  la  fm  du  n"  IX;  si,  en  etfet,  R..-+-  U^^^  sont  les  restes  qui  occupent 
les  ranss  /  et  i  H-  m  dans  la  suite  des  restes  auxquels  conduit  l'opéiation, 
la  somme  R,  H- R,+„  sera  divisible  par />»,  et  elle  sera  même  égale  à  p, 
puisque  chacun  de  ces  restes  est  inférieur  à  p. 

Soient  C,  et  C;^„  les  chiffres  de  la  fraction  décimale  qui  correspondent, 
aur,  restes  R,  et  Uj_^,„  respectivement;  on  aura 

R^xio-R;^,  =-C;X/;, 


-i3o  NOTE    IV. 

et  en  ajoutant 

'Ri+  lî.>™)  'o  -  (R,,,  +  R,,„,,)  =  (C, -f  C,,Jp; 

mais  nous  venons  de  voir  que  la  somme  Rj+  Ri^,„  est  égale  à  p  ;  lasommt 
li ,+, 4- Ri+„+,  est  aussi  égale  k  jj  pour  la  même  raison;  donc,  en  divisant 
la  précédente  égalité  par/^,  on  obtient 

^ce  qui  complète  la  démonsti  ation  du  théorème  énoncé. 


iVOTE  IV 


SUR  UN  MOYEN  TRÈS-SIMPLE  D'OBTENIR  DES  VALEURS 
DE  PLUS  EN  PLUS  APPROCHÉES  DE  LA  RACINE  CARRÉE 
D'UN  NOMBRE  QUELCONQUE. 


i.  Soient  N  un  nombre  quelconque  et  A  un  nombre  quelconque  supé- 

N 
rieur  à  \/^  ;  le  quotient  -r  que  nous  désignerons  par  B  sera  inférieur  à  y/N 

et  la  valeur  de  cette  racine  sera  comprise  entre  A  et  B.  Les  deux  nom- 
bres A  et  B  dont  le  produit  AB  est  égal  à  N,  seront  dits  valeurs  appro- 
chées correspondantes  de  y/N. 
Désignons  par  A,  la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  correspondante 
et  B;  soit  aussi  B,  la  valeur  correspondante  à  A,,  on  aura 


4  =  ^»,     B,.£. 

N 
En  écrivant  -r-  au  lieu  de  B,  la  première  de  ces  égalités  donne 

A 

9.  A  2  A  a  A 
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ce  qui  fait  voir  d'abord  que  A,  est  supérieur  à  v^,  et  ensuite  que  l'on  a 

Donc,  quel  que  snit  le  nombre  A,  A,  approcliera  plus  de  \/N  que  A,  et 
l'erreur  absolue  de  A,  sera  moindre  que  In  moitié  de  l'erreur  absolue  de  A. 
De  l'égalité  (i)  on  déduit 

A,-v/N       I  f k-  /n\'  /N 


ef,  comme  y/N  est  inférieur  à  A,  on  a 

A, -y/N       i_  /a- v/N\' 

cette  inégalité  exprime  que  :  l' cireur  relative  de  A,  considérée  comme  va- 
leur approchée  de  \/N,  est  inférieure  h  la  moitié  du  carré  de  l'erreur  re- 
lative de  A. 

Cela  posé,  désignons  par  A,  la  moyenne  arithmétique  de  A,  et  B,,  par  B^ 
la  valeur  correspondante  à  Aj.  Soient  de  même  A3,  B3  deux  valeurs  cor- 
respondantes dont  la  première  soit  égale  à  la  moyenne  arithmétique  de  A, 
et  D^;  et  ainsi  de  suite.  On  aura  ainsi  deux  suites  de  nombres 

A,  A,,      A^,      A3,      A^.  •  .  . , 

B,  B„     B,,     B3,     B,,..., 

les  uns  supérieurs,  les  autres  inférieurs  à  y/N  et  qui  convergeront  Irès- 
rapidement  vers  la  valeur  de  y/N,  quel  que  soit  le  nombre  A  dont  on  est 
parti. 

En  effet,  quelque  grande  que  soit  l'erreur  absolue  de  A,  comme  les  er- 
reurs absolues  de  A,,  A,,  A3,...,  sont  respectivement  moindres  que  la 
moitié,  le  quart,  le  huitième,  etc.,  de  celle  de  A,  il  s'ensuit  que  ces  er- 
reurs finiront  par  devenir  moindres  qu'une  quantité  donnée  quelconque. 
Lorsque  dans  la  suite  A  on  sera  parvenu  à  un  terme  dont  l'erreur  rela- 
tive soit  une  fraction  peu  considérable,  les  valeurs  suivantes  s'approche- 
ront très-rapidement  de  y/N  puisque  l'erreur  relative  de  chacune  de  ce 
valeurs  est  inférieure  à  la  moitié  du  carré  de  l'erreur  relative  qui  affecte 
la  valeur  précédente. 

1^  1 1 

Prenons   pour  exemple  N  =  — •  Nous  pouvons  faire  A  =  2,  B—  — • 

On  aura  ensuite  : 

.        25        ,        1241        .        3o8oo8i 

A,  =  — ,  A,= j   A= — --- — ,-••, 

14       710    ■*   1737400 

_  44    _  2200    _  5460400 
'~25'   '~i24i'   *~  3o8oo8i'""' 
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Comme  on  a  ici -: —  =; _   .    >  on  voil  que  1  erreur  rclainc 

V'iN  1 1  +  yj-ri.  X  7 

«Je  A  =  1  est  inférieure  à  -  et  même  à  — -;  l'erreur  relative  de  A    scr.i 
7  7,^ 

aonc  inférieure  à — ^  et,  à  i)lus  forte  raison,  à ;  par  suite  l'erreur  re- 

I ID       '        '  100     ' 

iative  do  A,  est  inférieure  à et  celle  de  A^  à •  En  lé- 

îoooo  boo  ooo  ooo 


22 

avec 


duiàanl  A3  en  décimales,    on  trouve   1,7728101  qui  donne  \^/-^ 

7  décimales  exactes. 

II.  Considérons  en  particulier  le  cas  oîi  N  est  un  nombre   entier    et 

p 
suppi  sons  qu'on  prenne  pour  valeur  initiale  la  fraction  irréductible  —  ? 

supérieure  à  v^;  on  aura 
puis 

p 

Soit  —  la  fraction  irréductible  égale  a  A,,  on  aura 

DP,  =  P'-rNQS     DQ,  =  2PQ, 

1)  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  P"^  +  NQ'  et  aPQ. 
De  ces  deux  égalités  on  déduit  les  suivantes 


d(p,  +  Q,\/n)  =  (p  +  Qv/n)\ 
d{p.-Q.vAn)  =  (p-Qv/n^'. 

cl  on  multipliant 

D'(PÎ-NOÎ)--  {P-NQ\-. 

Si  donc  en  a 

p^  _  NQ^  =  I , 

ou  aura  nécessairement  D  =  i,  et 

PÎ-NQî  =  i. 

P      P  P 

Pareillement  si  rr-'  rf"'""'  T)'^""'  <^^signent  les  valeurs  successives  A„ 

vj      Va  v- 

Aj,...,  A„,  ..,  on  aura,  quel  quo  soit/?, 

P^^  _  KQl  =  I , 
ou 

ou  enfin 

£:>_  ^:_ 

^'     ^^       (l'„+Q„v/N)Q.' 
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;où  il  résulte  que  l'on  a 


et,  à  plus  forte  raison, 


k~''^'^fjT: 


h^'''<k 


P     P 

Ainsi  chacune  des  fractions  —^  rf"'"*'  '^'■'^'"'-'''^  ^^^  ''^  vntie  valeur  de  v^ 

d'une  quantité  plus  petite  que  l'unité  divisée  par  le  carré  de  son  déno- 
minateur. 

P 

La  iraction  ^  peut  toujours  être  choisie  de  manière  que  l'on  ail 

quand  le  nombre  N  n'est  pas  un  carré  exact;  mais  nous  ne  saurions  don- 
ner la  démonstration  de  ce  fait,  sans  sortir  des  limites  que  nous  nous 
sommes  tracées.  Bornons-nous  donc  à  un  exemple.  Dans  le  cas  de  N  --  7 

P        8 
on  pourra   prendre  pour  valeur  initiale  —  =  r;  les  fractions  suivantes 

P      P 

fT'  rf"'"'*'  ^^^°"''  données  ensuite  par  les  formules 

Vi        Vi 

P.+  0.v/7=(8  4-3v/7)\ 

P.+  O.V/7  =  (P,  4-Q./7)^  =  (8  4- 3  v/y)*, 

P.,+ Q./7  =  (P.  + Q.v/7)' =  (8  +  3  v/^)^ 

En  développant  les  calculs  il  vient 

P. -^Q>  \/7  =  i^7  4-48v/7,  d'où     P,  =  127,       Q,  =  48, 

P, -1-02/7  =  322  5:7+ 1-2 192  v/7,     d'où     Pj=  32257,  Qj=r  121 02, 

ainsi,   en  particulier  la   fraction représente  la  valeur   de   »/-7  i 

12192      '  *  -^ 

- — r— ^ près. 

3i237  X  12192 


3;ji 


NOTE    V. 


NOTE    Y. 


SUR  L'EVALUATION  APPROCHEE  DES  QUANTITÉS 
IRRATIONNELLES. 


La  théorie  de  l'extraclion  des  racines  carrées,  cubiques,  etc.,  nous  a 
conduit  à  cette  notion  arithmétique  importante,  de  grandeurs  parfaite- 
ment déterminées,  quoique  non  exprimables  exactement  par  des  fractions 
de  l'unité.  C'est  là  un  fait  bien  digne  d'attention;  car,  à  l'aide  des  frac- 
tions, il  est  évidemment  possible  de  représenter  des  états  de  grandeur 
aussi  peu  différents  qu'on  le  voudra  les  uns  des  autres.  Cependant  il 
existe  une  inGnilé  de  nombres  irrationnels,  essentiellement  distincts,  de 
sorte  qu'il  faut  regarder  comme  infiniment  particulier  l'état  d'une  grandeur 
commensurable  avec  son  unité.  Toutes  les  fois,  d'ailleurs,  que  vient  s'offrir 
une  quantité  irrationnelle,  de  son  origine  même  se  tire  le  moyen  de  la 
comprendre  entre  des  fractions  aussi  peu  ditîerentes  qu'on  le  veut.  l£ffec- 
tivement,  une  quantité  irrationnelle  est  toujours  définie  de  telle  manière 

qu'on  puisse  l'évaluer  à  moins  de  -■,  quel  que  soit  l'entier  n.  Ici  l'on  est 

amené  à  une  question  importante  qu'on  peut  ainsi  poser  : 

Déterminer,  parmi   toutes   les  fractions    dont   le  dénominateur    est 

moindre  quune  certaine  limite,  celle  ejui  approche  le  plus  d'une  quantité 

irrationnelle,  définie  comme  on  vient  de  le  dire. 
Nous  ne  voulons  point  exposer  dans  tous  ses  détails  l'importante  théorie 

a  laquelle  se  rattache  cette  question;  mais  un  procédé  ingénieux  du 

célèbre  géomètre  allemand  Lpjeune-Dirichlet  nous  permet  de  démontrer, 

par  une  voie  purement  arithmétique,  le  théorème  suivant  qui  fait  l'objet 

de  cette  Note  : 

Dans  la  série  des  fractions  qui  ont  pour  dénominateurs  les  nombres  i , 

a,  3,...,  «,  //  en  existe  au  moins  une,  de  dénominateur  /,  qui  diffère 

d'une  quantité  moindre  que  —  j  par  excès  ou  par  défaut,  d'une  irration- 
nelle donnée  x. 

Représentons  par  w,  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  /jt, 
et  considérons  la  suite  des  quantités 

/»i  —  X ,     m^  —  IX  ^     /«j  —  3a.',...,     ///,.  —  nx, 

qui  seront  toutes  moindres  que  l'unité.  Si  l'on  était  assuré  que  l'un  au 
moins  des  produits 

«(/«,  — x),     n{m^  —  i.x),     «(/»3— 3a:),. . .,     n[m„  —  nx) 

eût  pour  partie  entière  zéro,  le  théorème  serait  démontré,  car  on  aurait, 
par  exemple, 

n  (/;/.  —  ix)  <".  1, 
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m.  —  ix<'-i     — — X  <i — ;• 

'  /i         i  m 

Mais  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  comme  ces  parties  entières  ne  peuvent  être 
me  les  nombres 


rexcliision  du  nombre  zéro  exige  que  l'une  d'elles  soit  la  même  dans  deux 
produits  différents.  Soient  donc 

n  { /»,.  —  la: )  =  M  +  £, 
n  [m^  — kx)  =  M  -l-  >î, 

M  étant  entier,  s  et  »?  étant  moindres  que  l'unité.  Supposant,  pour  fixer 
les  idées,  i>>î,  il  vient,  en  lelranchanl  membre  à  membre, 

n ( m.  —  ix )  —  n{ />}^  —  kx)  =  £  —  n  <il. 

Or  deux  cas  peuvent  se  présenter,  savoir />/•  et  ?</-.  Dans  le  prem.ier 
cas,  nous  écrirons  l'égalité  précédente  sous  la  forme 

//  [iii^  —  Wj  —  (  /  —  X  )  a,']  =  e  —  •/;, 

ce  qui  fait  voir  que  m.  est  aussi  plus  grand  que  ni^,  sans  quoi  la  sous- 
traction faite  dans  l'hypothèse  de  £>  •/;  fût  éié  impossible.  D'ailleurs,  le 
théorème  énoncé  en  résulte  bien  évidemment,  car  i  —  k,  diOérence  de 
deux  nombres  moindres  que  //,  est  cestainement  moindre  que  «.  Kn 
supposant  en  second  lieu  i<^k,  nous  éci  irons 

n[{k-i)x~  (w,  —  /«.)]  =t~r., 

et  il  est  visible  que  w^  surpasse  w^,  sans  quoi  on  aurait 

ri{k  —  i)x<Ci, 

résultat  absurde,  puisqu'on  peut  toujours  supposer  x  supérieur  à  l'unité. 

Dans  ce  second  cas,  la  valeur  approchée  — * r-^est  par  défaut,  et  l'erreur 

est  moindre  que  —j-j rr  ;  donc  le  théorème  énoncé  a  encore  lieu,  puisque 

k  —  /,  comme  précédemment,  est  moindre  que  n. 

Dans  ce  qu'on  vient  d'établir,  le  nombre  n  est  quelconque.  En  le 
faisant  croître  indéfiniment,  on  voit  la  possibilité  d'obtenir  une  suite 
infinie  de  fractions  convergentes  vers  la  valeur  de  x,  telles  que  l'erreur 
par  excès  ou  par  défaut  relative  à  chacune  d'elles  soit  moindre  que  l'unité 

divisée  par  le  carré  du  dénominateur;  car  dans  l'expression  —.■>  oblenuu 

tout  à  l'heure,  /  est  au  plus  égal  à  n  :  ainsi  cette  limite  sera  moindre  en 

général  que  -^  • 

FIN. 


PARIS.  —  I.MPRIMERIF.  GAUTHIER-VII.LARS, 
12318  Quai  lies  Aiigustins,  55. 
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